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|[редисловие

Академик
А.А.€амарский
(1919-2008)

Б основу настоящего унебного пособия поло-
)кень1 идеи и методические разра6отки академика
А.А.€амарского.

Александр Андреевин €амарский бь:л вьтда-

ющимся мате|иатиком' специалистом с мировь1м
именем в области математического моделирова-
ния и теории вь|числительнь|х методов' одним
и3 основоположников отечественной вьтчислитель_
ной математики. 14звестная монография <,1еория

разностнь|х схем> [1] обобщила громаАньтй опьтт
А.А.€амарского по конструированию и исследо-
ванию ра3ностнь1х схем' применению численнь1х
методов к Ре1цению актуальнь|х 3адач математи-
ческой физики. Б данном случае можно ска3ать,
что теория целиком вь!росла и3 практики ' пита-
ется конкретнь|ми проблемами и нацелена на их

рещение. Ёа основе монографии <1еория ра3ностнь!х схем> бьгла налиса-
на и ь 2000 голу опубликована книга <9исленньле методь| математической

физики> [2], ориентированная в основном на студентов ву3ов, специали-
3ирующихся в области физики и прикладной математики, и учить|вающая
особенности унебньтх планов.

|1ри написании предлагаемого унебного пособия авторь1 преследовали
цель дальнейп:его упрошения и3ложения, сокращения объема книги в со-
ответствии с новь1ми унебньтми планами, в частности' с учетом перехода
на двухступенчатую систему вь1с|1]его образования. Авторь: постарались
справиться с непростой задачей адалтации теории ра3ностнь1х схем к и3-
лох{ению в виде годового унебного курса, предназначенного для студентов_
четвер0курсников факультета Б1у1(. €охраненьт все ра3дель| книги <,9ис-
леннь|е методь1 математической физики>, более строго отобрань: основнь1е
понятия и примерь!. Б ряде случаев проведень| более четкие дока3ательства.
(урс содерх<ит такие ра3дель| теории ра3ностнь|х методов как построение
и исследование корректности и сходимости ра3ностнь|х схем для типич-
нь1х задач математической физики, компьютерно-ориентированнь!е методь1

ретцения соответствующих сеточнь|х уравнений' вводнь1е понятия метода
конечнь1х элементов. (урс прогшел серьезную апробацию, в течение многих
лет он излагался как обязательнь:й курс для студентов математического
потока факультета 8]}1( и студентам 1{азахстанского филиала 1у119 имени
.&1.Б../1омоносова. €читаем' что данное унебное пособие окал{ется поле3нь!м



для студентов и преподавателей, интересующихся современными методами
численного Ре]цения задач математической фиэики.

Авторь: выражают огромную благодарность своим коллегам: 8.Б.Андре-
еву, 8.€. Ёиколаеву и Ё.Б. €оснину, чьи методические материаль: были ис-
пользованы при подготовке настоящего пособия. Авторы благодарят ре_
цензентов: академика .(.||. (остомарова и профессора А.}1. [енисова' за
внимательное прочтение работьт и кр1атинеские замечания, которые были

г.!тены при подготовке данного иэдания'

!т!.Б. Абакумов, А. Б. [улшн



|лава 1

1}1етод конечнь!х элементов

1.1 }(усонно-линейнь[е восполнения

1.1.1 [1остроение кусочно-линейного восполнения

Рассмотрим функцию и(о), определенную на отре3ке [о,6]. 8велем на
отре3ке [о' 6] разностную сетку;

01 : {о : |о 1 0:' 1 ... ( ,л_т < оту :6}'
/[; : та _ [а_':.,'1' : 1,2,..., }{';

ш' : ш({,);'1 : 0,7,. . ., л.

= ш(ш)

0 со 01 0|_т п1 1'!+т 0!'!-;' $^{ с

Рис. 1'1. !(усонно-линейное восполнение

|1остроим на частичном отре3ке [п'_т,о;] по 3начениям ша_т, |о интерпо-
ляционньтй многочлен .[|агранх<а 1-ой степени ;

-|)1, , &7 * & &1-!
]'\" (") : ш1_;!- + ш;#, т € |т,;-1, т;]-[ъ; [[;
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Фпределение, 1{усонно-линейньтм восполнением функции и(а) на сетке

01 на3ь|вается функция й(ш): ь!)@), ш €|о4_1,с|; |:|,2,...,м.

3амечанше. 1(усонно-линейное восполнение й(г) представляет собой ин-

терполяционнь:й сплайн первой степени' является непрерьлвной функцией
на |а,6]. |1роизводная й'(г) кусонно постоянна и мо}{ет несуществовать в

!3лах 16 (см. рис.1.1).

Аалее введем в рассмотрение бауасньте функции (см. рис'1.2):

( {т_{, г€|т9,т1]1 / \ [ +, т €|т,у-1,оу];
ро(с):1 ь' ) &ч[*0'-"'Рш(а) :{ /тм ) *ч|*/{

[ о' 1 Ф[",,'']; [ 0, т ф|ту_1,лу).

0 гл_\ {^[ л

Рис. 1.2. Базиснь:е функции

9нить:вая, что 9.(0ь) _ йь, где 61р _ символ 1(ронекера, а также ли-
нейность базиснь:х функций на ка)кдом отрезке [па_т,тс]; ё : \,2,...'|{;
получим представление кусочно-линейного восполнения

ш

й('):|"'''(")
з:0

в виде линейной ком6инации функций Рс(т), поскольку такая комбинация
является линейной функшией на кал(дом интервале сетки 97, и удовлетво-

ряет условиям й(п) : ц'.

1;=7 0а |1+т $

10



!,\.2 €ходимость кусочно-линейньтх восполнений

.}1емма |.!. !7успь функцшя ш(п) непрерывна на |а'6], шмееп на (а'6)

впорую прошэво0ную, ш [(ш"(о))2ё, < оо, поа0а

,'ь
[ с"'с", - ш'(т\\2ас < ь' [ (,"('\\24с. е0е !т: тп8х й;.]' = /' 1<'<_|й

? Ао к а 3 ат ел ь ств о. |!усть с € (то_:', т1), тогда

!,1

й,(") _ ш,(п) :+ _ ш,(ш) : 
+, | (',(') _ ш,(т))4в :

:+,| ав 
}ш"(с)аь+|й'(о)_,'(,,;* +] - |',"'.'''*

''|, "', т,

. 
* 
"!'а, '| '@" 

Ф)@' : 
,!,@" 

(с)|4ь +

ц; / д! \2

+ 
-[ 

@'@) - ,'(п))'а' < п, ( | |,.,"(')|', } *

,'.".'";';'""0'".".,* -"," ''")*.-..", 

)

с; с! 
'.

*', / т'ас | @"(ь))24ъ:ь? | @"(ь))24ь +

';- 
с.-7 

* 
''_' 

', 
ь

+ [@'@)_ш'(т))24л< Ё,; [ р"1'11'а"4ь2 [ц"1т112ат.!' --'! !'

^}тв.'*,.ниедо-'.'":.' 

т'_7 а

.}1емма !.2. |1рш цсловшях !!еммьс 1.1 справе0лшво неровенспво

ьь

| с'о: _ ш@))2ёт < ь. | {,"{"))'а"

ш



? Аока3ательство. 11усть л € (па-т,т;). |1оскольку й(ш4-1) : ш(оа-т)
верно равенство

[
а(")_ш(т): ! (а'(8)_и'(о))4о +

!
1с,

+ |й(о)_,(")|< | :''ь:_ш'(з)|4в< / !''{,)_и'(э)|4э +

* 
'| .с'о; 

- ,1'1'11'!6" . ,,('!,'''', _- 
'*'|-)

с''"''"*" 
"еравенство 

(оши-Буняковского)

!1 с1

<ь? [(й'(') 
_ ш'(в))24з ( (./|емма 1.1) < ь' | {,"{'))'', +, ,'-,';_' .м ': ь

[* 
|' с'в: _ ш@))2ёт * Ё ,, | {,"{"))''" < п' ! {,"{'))'а".

^}тв.'*."ниед.-'..":.' 

|{_7 а

3амечанше.||олуненьт оценки в норме !!'(')!!д,о,о : (!*,'''1'''
пространств а [,2(а, 6) :

!!а@) _ ш(с)|| цр,ь1 4 п2 11ш" (с)|| ь"р,ь1,

!!а' @) - ш' (п)|| ь,1',ь1 ( А.||и"(а) ||д,р,ц.

€ледствие (€ходимость в [,2(а,ь)). прш условшях }!еммьь !.1

!!а@) - ш(с)||ь,р,ь1;; о, !!а'@) _ ш'(п)||ц6,ь1----+ 0 (ь: €5ь').
3амецанше. &1ожно также получить оценку (см. [2])' о3начающую схо-

димость в норме €|а,6):

+$5 !а(с) _ 
"@)1 

4 ф | 2 
11ш" (п)1! ь,@,Ф + |1а@) 

_ 
"@)]! 

о р,ц ----+ 0.

\2



1.2 [1онятие о методе конечнь!х элементов

1.2.1 Фбщее описание метода

Б общих чертах метод конечнь!х элементов состоит в следующем.

1) 14сходная задача рассматривается как операторное уравнение

|ш(п): !('),'с6, ш(ш) с 11.

3десь Ё _ бесконечномерное 6'"**'',^'ьное пространство' в котоРом'
как правило, ищется обобщенное ре11]ение, [, _ линейньлй оператор, Аей-
ствующий ь |{, € - некоторая область, в которой определень| функции
ш(ш) и /(а). Булем предполагать, что для функций ш,о € Ё определено
скалярное произведение (ш, о).

2) Ф6ласть € разбиъается на непересекающиеся элементь! {66}}!'. вво-
дится конечноэлементнь!й базпс {р'(")}[', состоящий из функций, отлич-
нь!х от нуля лишь на нескольких элементах. 1акие функции на3ь1вают

финитньтми или функциями с конечнь!м носителем. }7инейная оболочка

\р,){ , поро)кдает конечн0мерное подпространство 1{д п!ост!анства Ё' в
котором ищется прибли>кенное ре11]ение шм(')'

3) |1рибли;кенное ре1пение ищется в виде ид(г) : {,у,р,('). |1одстав-
!:1

ляя это представление в операторное уравнение и умно}кая скалярно обе
его части на функции с|;, л|ихо\им к системе линейнь:х алгебраинеских
уравнений относительно неи3вестньлх коэффициентов разло)кения у1:

Ау:6, !: (утуу...ух)т,6: (6т 6у'.'|'м)т, А:|''э];
аоэ: (|,р1,9а), ь': ([,р,); 1,] :7,2,...,Б.

8 силу финитности 6азиса больш.:инство коэффициентФв а15 обращаются в
нуль, то есть система имеет ра3ре)кенную матрицу ,4.

3амецанше. €ходимость прибли>кенного ре11]ения к точному о3начает,
что в некоторой норме !!,л(') _ ш(п)|н .-____+ 0.

!.2.2 }1сходная 3адача и определение
приблих{енного ре|шения

1у1етод конечнь1х элементов и3ло)ким на примере 3адачи

[ *"(') _ч(т)ш(т): -/(') 0<г < 1;

1 ,(0) : ш(1) :0. (с(т) 2 0)
(1 1)

1з



Фпределени е, !{лассически м ре1!!ением задачи (1. 1) назьтвается непре-

рь1вная на [0' 1] и два)кдь| непрерь|вно дифференцируемая на (0' 1) функция,
удовлетворяющая уравнению при , с (0,1) и граниннь|м условиям.

!алее будем исполь3овать обо3начение 31[0' 1] лля пространства функ-
ций, непрерьтвно дифференцируемь1х на [0,1] и обращаюшихся в нуль при
п:0иг:7.

Фпределени е. |ространством €обол'", т*;р,1) назьтвается пополнение

пространства 3'1о,1] по норме

!!,!!;;р',; 
[ 

@2(ю) + (,'("))27 
'')'''

3амецонше..[,ля классинеского ре11]ения ш(п) задани (1.1) и произволь-
0

ной функции о(п) с с1[0,1] справедливо интегральное то}кдество

| ш'@)о'(п)ал + | о@),(')о(т)4с : | !с"),1'1'',
000

(\.2)

которое проверяется интегрир0ванием по частям.

Фпределени е. Фбобщенньт м р е1лением задачи ( 1. 1 ) назьтвается функция
0_ 0-

ш(т) €|мь(0,|), удовлетворяющая равенству (1.2) при всех а(г) с |мь(0,|)

Бведем на отре3ке [0,1] разностную сетку (тем самьтм разобьем его на
элементь1 _ интерваль! сетки):

01 : {0 : $о 1 пт 1... ( /ш_т < ош : 1}'

Ба: па _ ш|_|; |: |,2,. . ', л.

Фпределим функции конечноэлементног0 6азиса следующим образом:

1;

:. '!:|.2,...'ш_1.
,','.

*11:

|1оскольку р;(0) : ро(|) :0, линейная оболочка базисньлх функций опре-

деляет конечномеРное подпространство нм с';/ьр,1), 61гп1/ш: }/ _ т.

Фпределени е. |рибли>кеннь1м ре|!!ением 3адачи ( 1. 1 ) назьтвается функ_
ция шц(п) € }/д, },п'овлетворяющая равенству (1.2) при всех о(л) с Ёд.

\4



|.2.3 [1остроенпе лри6ли'(енного ре|пения

3амечанше.8ьтполнение равенства (1.2) для всех о(а) € {1д 3к814в3./1ент-

но вь!полнению (1.2) для всех 9;(п), то есть прибли)кенное !етшение ид(о)

удовлетворяет системе уравнений

|'+1 ,;+1 01+\

'!''''''''* '/,!шус|;4п: ,{-''',4ш, 
1:|,2,...,ш_ 1. (1 3)

Аля нахо>кдения шу(п) € 11л достаточно найти коэффициенть| ра3ло)кения

ш_1

,'л(') : |н'е'@).
,1.:\

.['алее приведем вь1ра)кения для интегралов' входящих в уравнения си-

стемь: (1.3). .[1,ля этого заметим' что с учетом финитности р1(г)

шу (ш) : 9а-т9с_т(ш) + у.р|(п) * уа+:'Ра+т(о), ш € (л 6_7, ш 64).

9тобьт вь1ра)кение в правой части бьлло определено при всех '1 : |,'. . 
' 
ш- 1,

достаточно поло'{ить уо: ум: 0. 9читьтвая, что

?л € (г;_1.т;) ш!,(г) :у, 19',_1(х) |у;9',0): -++{:н'.,'[[! |! ;

| п € (п4,о411) ш!у(п) : ур',1(0) * уо+т9'а+т(т) : -#+[: н''о,

первьлй из интегралов (1.3) примет вид

[;+7 [| т|+|

[ [ёт | 4т

1 
,''''{' : у'., 1 ; - ,,' 1 й: !т,, - !".,'

'-","'"'" 

$; 7 ';

т| [1+1 ,!+1

||"[|,: ! цр;_тр'ёл, п[!: ! чр:! 4', п!: ! ц9'р, '4',!- ,! .!

,'" "'',-' и3 интеграло" (, ;;"''"'' ,,.,.'1"'."'.
,,+1

| ццн9;4т : !;у;_' - п;!; - п;9;_т.
.|
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Бводя обозначение Р': [ !р,ё"'получим' нто коэффициентьл прибли>кен-

,!_,
ног0 ре1пения }1 }.|1,овлетворяют следующей системе уравнений

[ *''-!т';!|;у;_1 *тп;у;|п;у;+т: Р;, |:7,2," ''1{'- 1;

[ ио: уд: о. 
_\ ! '"|у| ! ''|у]д| ']' " (1 4)

.]!1атрица системь! (1.4) является.симметричной и трехдиагональной. Аа-
лее буАет дока3ана ее поло)кительная определенность при условии ч(т) 2 0.

1ем самьтм система имеет единственное ре1шение' которое мо}кет бь:ть най-

дено методом прогонки.

3амечонше. €истема (1.4) представляет собой некоторую ра3ностную
схему, аппроксимирующую залану (1.1).

Алгоритм построения прибли>кенного к0нечноэлементного Ре|пения за-

лани (1.1) состоит и3 следующих этапов:

1) }злами сетки ()д отре3ок [0,1] разбивается на элементь1 е6: |п;_1,т;];
'1:|,2,...,ш.

2) Бводится конечноэлементньтй базис {94(т)}[11, гле р1(с) отлинньт от
нуля лишь 11А €; й €; -1.

3) Бь:нисляются коэффициентьт !;, Ф6, 14 !с1 правая насть (, как правило,
каким_либо методом численного интегрирования.

4) Регшается система линейньтх алгебраических уравнений (\.4) и нахо-

дятся коэффициенть[ !7, !у,. ..,!]'{_э'.

5) |1рибли>кенное ре11]ение шу(о) строится в виде кусочно-линейного
восполнения на сетке !,)д по 3н29енАА!х/\ !1, у2,. ..,у!'!-_|.

1.3 [{сследование сходимости мкэ
1.3.1 €ушествование приблих{енного ре[цения

8ведем для функций ,,' с й''р,1) скалярное прои3ведение

1

[
(р.') : | о(т)ш(с)4т

.|
0

и симметричньтй 6илинейньлй функционал
1

[
а(о,ш) : | |о'ш' + цотл]й.!,

0
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Аадим определения обобщенного и лрибли>кенного ре|ления, экьива-
лентнь1е предь1дущим.

Фпределени е. Фбобщеннь1м ре|дением задачи ( 1. 1 ) назьтвается функция
0_

ш(т) с 1мь(0,|), удовлетворяющая равенству а(ш,о) : (!,о) лля прои3воль-
0

ной функции о(ш) с|,ць(0,|).

Фпределени е. 0 рибли>кеннь! м ре1лением 3адачи ( 1. 1 ) назьтвается функ-
ция иу(о) € Ёд, }Аовлетворяющая равенству а(шм,9;) : $,р;) для ка)к'

дого,:|,2,...,1й'-1.

|1усть, как и ранее,9; - коэффициенть! ра3ло)кения шу(п) по базису

{р;(")\, то есть

л_1

шу(т):|н'е'{").
|=1

3ведем обозначения

0:(утуэ"'ум_т)т,
| : $' !у "' !:, ,)'' !, : (!.р;).
А : |'.э], а45 : а(|5,ро), |,! : |,2,...,ш _ 1.

.]]емма 1.3. !{оэффшцшенпы у1 уаовлепворяюп сцспеме лшнейньсх ал-
ееброшнескшх уравненшй А0: |.
!.(ока3ательство.

л_1

!о: (!,9) : а(шц,р,) : '(2!э9э,Р;) 
:

!=\
ш_1 ш_1

: | нэ"(еэ, я) : | а;эуэ : (АФ);.

!:7 !:1'

А }твер)кдени е доказано.

€ледствие. €ущеспвованше ш е0шнспвенноспь пршблшэюенноео ре!1!е-
ншя шу(п) равнос!1льнь[ с!щес/пвовонцю ц е0цнспвенноспц решеншя сц-
спемь[ лцнейньт.х алеебрашнескшх уравненцй А0 : |.

Фбозначим 
"ерез 

Ё пространство векторов 0: (отоу '.. цм_т)т ра3мер-
ш_1

ности (/{' - 1) со скалярнь|м прои3ведением (0,й)д : 2 оаш;'
.!.:\
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/1емма 1.4, !ля про1]3вольноео векпора 0 : (ото2 ... оц-)т с Ё
ш_1

ш функцшш р(') : 2 ,;р;(у) € Ём справе0лшво равенспво а(о,о) :
,|,=\

(А0,0)Ё.

7 Аока3ательство.
ш-1 ш-1 ш_1 ш_1

а(о, о) : .(2 , 
э р э,2 ,'р') : | оао р(9 1' р) : | а,1!'!),1ц ! :

!:\ '1:\ .,!:\ |,':1
ш_1

:|1но1о': (Ао,о)Ё.
,1,:1

А 9твеР>кдение доказано.

,}1емма 1,5, йапршца А сшммепршцна ш прш ц(с) ) 0 полоэюшпельно
опре0елена.

| Аоказательство.
1) ц: а(ра,рэ): о(Рэ,Р;): а41 + Ат : А.

2) !,ля произвольного вектора 0 € Ё
11

(Ао,0)я: | {,'{Ф)''"+ ! о@),'(")4о2о (ц(')>-0).
00

|1усть (,40,6)я : 0, тогда

|сс
[ р'р11'а': 0 + [ р'р11'а' : 0; | : |,2,'..,м.!' !'
0 оа_т

|[оскольку

п € (0,п1);

, л€(п;-1,т.;); +
п € (ту_1,7);

0, ат);
то_т,по)', Ё:2,3,...,1й _ 1;

ош-т, 1);

| : 2,3,...,ш_ 1, а знанит 0 : 0 1ем
тоестьА>0.



1еорема 1,\, |1ршблшэюенное рец/енше шу(ш) 3ооачш (\.|) сцщеспвуеп ц
еошнспвенно.

? Аока3ательство.
€огласно следствию леммь1 1.3 сушествование и единственность при-

бли>кенного решения равносильнь| существованию единственного решения
системь1 линейньгх алгебраических уравнений А!: ] с *"адра'"ой матри-
цей А' которая в силу леммь1 1.5 полох<ительно определена. 3то гарантирует
существование обратной матриць|, а 3начит и существование единственного

ре1шения системь1.

А }твеР;кдение доказан0.

!.3.2 €войства приблих(енного ре|дения

Бведем в пространст.. #11о' 1) функшионал

,/(,): а(о,о) -2(|,о).

Аалее для краткости буАем обозначать пространство 
'*ьсо,': 

символом Ё.
.}]емма 1,6. |7успь за0анньсй в 1! бцлцнейньой функцшонол у0овлепво-

ряеп условшям а(ш,о): а(о,ш), о(о,'') > 0 прш всех ш,о € Ё. 7ое0а варш-
оццонноя за0ача: найпш функцню ш с н пакую' нпо а(ш,,): (!'о) 0ля
всех ц € Ё; эквцваленшна за0аче мцннмн3аццш: найпш функцшю ш € ]{
пакцю, ипо }(ш): Рту(').
7 Аока3ательство. 1) [1усть и _ 

Ре11]ение 3адачи миними3ациА, ш -
ц*[о, где | - вещественная переменная' о - прои3вольная функция из Ё.
1огда -/(ш) : а(ш![о,ш*[о) _2(|,ш1_!о)' откуда

.|('): "[(ш) +2[|а(ш,,) - (|,ф]+ь2а(о,о). (*)

Рассмотрим функцию 9(|): }(ш+[о). |1оскольку .|(") { /(ш) ! ш € н
минимум этой функции достигается лри [:0. 1огда в силу необходимого

условия экстремума

9'(0) : 2|а(ш,о) _ 0,,)] * 2[а(о,о)]т:о : 0,

откуда а(ш,о) : $',)' и и _ решение вариационной задачи в силу прои3-
вольности о'.

2) |1усть ?., - ре11]ение вариационной задачи. ]огда для произвольной

функции ц € 1! из равенства (*) при Ё: 1 получим

,| (') : } (ш + о) : .] (") | 2|а(ш, 1)) _ $, о)) + а(о, о) :
\9



: ,](ш) * о(о,о) > ,](,), т'к. а(о,0) > 0.

8 силу прои3вольности ?, неравенство ,.|(и * ,) > ./(и) ознанает' что ?/ _
решение задачи минимизации

А }твер:л(дение дока3ано.

€ледствие. Фбобщенное решенше ш(п) зо0анш (|'\) 0оспавляеп мшнц-

мум функцшоналу }(о) в проспранс*", т*''р,т1.

3 амецанц е. |!ри доказат*'"-''" леммь1 1. 6 конкретн ьтй видпространства
Ё,6илинейного функционала а(ш,о) и скалярного прои3ведения (/,о) не

исполь3овался.

1еорема !,2. |!ршблиэюенное решенше шу(т) за0ацц (|.|) 0осшовляеп
мцнцмум функцшоналц ,](о) в проспранспве [!у.

? Аока3ательство. |1олностью повторяет пункт 2 доказательства лем-

мьг 1.6, если считать, что Ё: Ё:у, учесть свойства введенного ранее6или'
нейного функционала а(ш,о), а так)ке то, что а(шц,о) : $,,) | о € 1|;у.

А }твер)кдение дока3ано.

.}1емма 1.7. |1успь ш(п) - п!очное ре11!енше за0ацц (|.|), шу(ш) _ ее

пршблшэюенное ре11!енце. 7ое0а а(шу _!,1-|!,{ _и) ( а(о-ш,о_ш) 0ля любьсх

о € 1{у.

|.['ока3ательство.
0

|1оскольку |{м с 14/\э(0,|), то а(ш,ц) : (!,о) ? о € -Рд. 1огда

а(о - ш,о _ ш) : а(о,о) _ 2а(ш,о) ! а(ш,ш) :
: а(ц,о) _ 2(!,,) * а(ш,ш) : .|(,) * а(ш,ш).

Фтсюда .|(,) : а(о - ш,о _ ш) - а(ш,ш)' |1олагая здесь ?, : ?,;,ш, получим'
нто ./(ид) : о(шту - !,Фм - ш) - а(ш,ш). €огласно теореме |.2 }(шу) ( /(о)
\ о € [{м, откуда а(шту -\,!],{ _ и) ( о(о -ш,о -ш).
А }твер}кдение дока3ано.

€ледствие. 1ршблшэюенное ре[шенше шц(п) зо0аии (1.1) являепся эле-

менпом нашлуч!1!еео пршблшэюеншя к ее почному ре!]!еншю ш(п) в про-

спранс/пве [{у с но!мш!овкой

(} .' ,'' + ц(ш)о2 (п)] 
'")'''
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1.3.3 €ходимость прибли)!{енного ре1цения к точному

.}1емма 1'8. |1успь о(т) с *цо,',1 ш ч@) 2 0. 7ое0а

/ | \1/2 1 1

.гпах 1о(л)| < ( /с''с,::'а, ) [ ,'а;а, *', !,',''''.лс|01]' 
\/ ] { 0

о^,)|0!!'. ( ]о(о.о).' ''ш;(0 1) '2

т.(ока3ательство. }нитьтвая, нто о(0):0, и исполь3уя неравенство

1(ош:и-Буняковского, получим

/ т" \2 { ч 1

,,2("\: | [ ,'с':
\/ 

а') </'а, |{,'{,:Ра,<./{,'{,))'а,.

откуда следует первое неравенство из формулировки. 14нтегрируя по [0'1],
получим второе неравенство:

1111

| *,'а' < |{,'{,))'', / т4,ш:', !с'ол''-.
0000

,[,алее, при ч(п) ) 0, с унетом второго неравенства получим

111

а(о'о\ : [ с,'\' + о,2ат > [ Ф')'', >- 2 [ ,' а'.-'\-.-/ !" ')' !
000

Фтсюда получим третье неравенство

2 \ / ,_2,[,.,''',+?,[,''":?,!2^с(о.о) : 
]о(о.о) -5"(,,")> 5}(о')'о 3] 3 '[у](0.1)

00

^ 
}твер)кдение дока3ано.
Ёапомним, что для построения прибли>кенного ре1]]ения задачи (1.1)

исполь3овалась сетка 9ь : {0 - ш0 < 1т { "' 1 ш;у : 1} с шагами Б4 :
шо _ $а_т] | : 1,2,...,-А{. .[,алее наряду с прибли>кеннь|м ре1цением иш(')
буАем рассматривать кусочно-линейное восполнение й(а) точного решения
ш(о) этой 3адачи на сетке 06. Ёаша цель показать' что в некоторой норме

||'' _, ____+ 0, где 7-а: €?},ь'.
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3амечанце. .(оказательство сходимости проведем при усиленньтх требо-
ваниях гладкости точного регпения и(г).

Фпределени е, 1ространством €обол'"' т*?'р,1) назь:вается п0полнение
пространства два)кдь1 непрерь]вно дифференцируемь|х на [0,1] функций, об_

ращающихся в нуль п|и $ :0 и п :1, по норме

!!,!!;;р,'; 
] 

|о2(т) + (](')), + (о|/(т|2) 
'')'''

1еорема 1.3 (€ходимость в "'р'. #;1о,!)). |[успь ш(п) с т}'зФ,') -
почное решенце за0ачц (1.|)' а ,*(') _ ее пршблшэюенное ре!шен1!е. ?ое0а,
еслц 0 ( с(а) { с, по ной0епся поспоянная А,[, не завшсящоя оп !ъ,

/па.кая' нпо ||ш - иш!1;;1о,т: < мь, е0е й: €5 ь,.

| Аока3ательство, €огласно лемме 1.7 справедливо неравенство

а(шту _ !,'!!!м _о) < о(о - \,0 _ ш)1 о с |{у.

|[оскольку кусочно-линейное восполнение й точного ре1]]ения и на сетке (,)7,

так)ке принадле}кит Ёд, с }нетом оцен0к лемм 1.1, 1.2 полуним

а(шм _ |,|!{ - и) { о(й - ш,й - ш) :
111

: 
/*,' 

_ ш'12ат' / ,с' _ ш)24л < л'(1 + сь21 | р")2аш.
000

}чить:вая последнее неравенство леммь| 1.8, полуним

||,'_ ,||'':'ьс',, < }'(,, 
_ 11.цм _ ш1 < |+,[2Б2'

где ]\[: (*,' +"1!ц,"1'а')"', .'.*''ьку [ ( 1.

А }твеР>кдение до ка3ано.
€ледствие (Равномерная сходимост ь). !7рш вь[полненшш у словшй пре 0ьг

0ущей пеоремь[ !]"ш - "!!ср,'1{ 
А,[/ъ.

! .(ока3ательство. }чить:вая первое неравенство леммьт 1.8

/ '" \':'
;},?},!аш_и| < (/,';,', 

_"'га') ( ]и-ил|!ф;1от; <мь'

А }тверждение дока3ано.
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1.4 мкэ для уравнения [1уассона

!.4.! }1сходная 3адача

Рассмотрим 3адачу .[|ирихле для уравнения |1уассона с 0днороднь|ми
граничньтми условиями в прямоугольнике 6 : {0 < $1 1 11, 0 < х2 < 12\'

границу которого булем обозначать 0€'.

| ьц(п) : _|@1' т : (:ст,п2\ € 6'.

1 й')-: ', 
/ \*' 

ш е 0€. (1 5)

02ш 02ц
3десь Аи : |_-т + - _ оператор }7апласа.о{| от1

Фпределени е' |ространством €обо,'"' *цс1 будем назь:вать про-

странство функций, имеющих квадратично интегрируемь:е в 6 первь|е про_

и3воднь1е, обрашающихся в нуль на 0€, с нормой

_ х1/2

!:'!!;,,", : (:[с*;' - (#)' * 
'7а',а,,)

3амечанше. |1ространств . 
'*ь@) 

так)ке мо)кно ввести как пополнение
соответствующего множества гладких функций по ука3анной норме'

Бведем 
":*ь@) 

скалярное прои3ведени е и билинейньлй функционал:

[
(о.ш) : 

.| 
о(тт,х)ш(ц,т2)4т]с2.

с
|(0ц0ш 0о0ш1

с(о.ш) : ] [мм*мм]4т:4хэ.с

Фпределение. Функция " , #;р1 на3ь1вается обобщенньтм ре|'!]ением

3адачи.[,ирихле (1.5), если а(ш,о): (!,ц)у , ст*ь@).

1еорема 1.4. Фбобщенное решенше 0осшавляеп мцншмцм в проспран-

,*., йц1с1 фцнкцшоналу

.|(,) : а(о,о) - 2(! ,) : 
[[(*:' 

- (#)' - 
',"74гт4г.а

2з



7 .4,о к а 3ател ьств о. |]олностью повторяет пункт 2 дока3ательства лем-

мьт 1.6, если считать, что н = |;/ьс)'а так)ке учесть свойства билинейного

функционала а(ш,о) и определение обобщенного ре1пения.
А }твеР:кдение доказано.

|.4.2 Базисньле функции
8ведем ь о6ласти с : с* 06 прямоугольную сетку 91 : ц)ьо1н|

$о! : (шт,а,тэ,1); тт,;: '1!ъ1, п2'3 : ]Б2; }'ц!{т : |т, йу!''|э: |э'

ыь : {по1','1, : |,2,...,щ - |; ] : |,2,...,А& _ 1} ;

1п : {с41,т'],!2,г,0!,$],{'!; .: 0, 1'. ..,!'{т, ! : !,2,...,^ь - 1}.

3десь оь _ мно)кество внутренних у3лов (€тки' }7, 
_ мнох{ество граничнь1х

у3лов' содер)кащее вершинь! прямоугольника с.
02

!2

/т4 11,л |у тт

Рис. 1.3. 1риангуляция прямоугольника €

Разбив ка)кдую янейку сетки ()6 на два треугольника' введем триангу-
ляцию прямоугольника €, то есть раз6иение 6 на мно:кество непересека-
ющихся треугольников (см. рис.1.3).

(а>кдому внутреннему !3л! п65 с 0'ь поставим в соответствие базис-
ную функцию 9а!(пт,а2), определяемую следующими условиями. Функ_
\\ия с!;5(|1,с2) яьляется линейной в ка)кдом треугольнике триангуляции,
9о3(т,1],$2,1): |,9;'(т''ь,12,|):0 во всех !3лах {у1 € !,)д, отлиннь1х от узла
*11.

14з определения следует, что нос!4телем функции 9о5(ц,о2), то есть мно-
)кеством точек, в которь!х 9;5(п1,пэ) # 0' является шестиугольник Ф11, о6ра-
3ованнь1й треугольниками с общей вер1'циной с1;. 8ведем локальную нуме_

рацию этих треугольников (см. рис.1.4) и будем обознача|ь их символами
с[),,с#,,.. ,с::).
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!,2

02 1

11,, {1

Рис. 1.4. 1[1естиуголь11ик ц.).! _ носитель функции Р;5(щ,ш2)

.}1емма !.9. Аля базцсньсх функцшй 9а5 на носшпеле (!.).! спр0.веолшво
преасшавленше:

9;5(ц,$э): |1с(ь)$1- 
ш|'' ' е(к)тэ_ %, ('','2) с €$);'' п' -чэ Б

( -|, к : т,6; ( -:, /с : 2,3;

с1*' :{о. !с:2'5: 4!*' :{о |:1'4:
[т. *:3'4: [:. &:5.6.

! .(ока3ательство. Рассмотрим треугольник с$) {л'" остальнь!х тре_

угольников дока3ательство аналогично). Б силу линейности представления
достат0чно проверить вь!полнения равенств:

9а5(щ,.,{э,1): |,

Р;5(п1,,*','',э):1+ 6{1) : 9, <+ €1'' : _', €''' : 0.

Р;!(ш1,,*',тэ,!+т) : 1 + с{') + €{') : о;

А 9твеР>кдение дока3ано.
€ледствие. !7рошзво0ньое бозшсньсх функцшй 9.! но носцпеле Ф;5 п|е0-

сповшмь! в вц0е:

0р;: :с|'' 0р,, _€['' ,.' 
"^\ 

с с|*|.
0"'' й1 ' 0с2: ъ' 

(п:"тэ) с 6)1'; Ё: |'2' " ' '6'

!.4.3 |(усонно_линейнь|е восполнения
двумернь|х сеточньпх функций

0
|1усть и(г1, п9) с ш\(с) - функция, определенная в прямоуго льнике €,

' 
шо!: ш(п1,4,п2,1) _ ее значения в узлах сетки !,)1.

с::)

с:?

с::)

с::)

с:})

Ф||

с::,



Фпределение. !(усонно-линейньтм восполнен!4ем функции ш(ц,п2) на
сетке 91 назь[вается функция

щ-1 л?-1

й(г1,т2): 

' ' 

ш;5р45(ц,п2).
.:1 ,=1

3амечанце.14з определения следует, нто й(с1' *') с #ьр), поскольку
является непрерьлвной в 6, кусонно-дифференцируемой в 6 и обращается
в нуль на границе 06. (роме т6го, й(т1,6,ш2,1) : ш;'5 ь !злах сетки |,)д.

@бозначим нерез Ёр линейную оболонку базисньтх функций Р;1(щ,с2),
тогда Ф(ц,[2) с нм. Фневидно, нто Ёу является конечномернь|м подпро-

странством пространства |мь(с) ра3мерности // : (& - 1)(1{, - 1).

.11емма 1.1Ф. !ля проц3вольной функцшш о € 1!у, е0е

щ-1 л?_1

о(ц,т2): 

' ' 

о;5р45(ц,с2),
,!:\ !=\

на носцпеле о;5 сп!аве0лцво преаспавленце:

0о. 0о,
о(ц,с2) - цо} - }о' - тт.;)* $с-, 

_ 
"э':), 

(ст,тэ) с с$),

еае часпные прош3воонь!е функцшш 0 в преуеольн!1ках 6$) шмеюп вш0

( о',';15, Ё:7;
) ,"",,!, Ё :2,3\
] о1',415, !с:4;
\ ,-',,5, Ё:5,6.

7.(ока3ательство. Рассмотрим треугольник с|| ь, остальнь1х тре-

угольников дока3ательство аналогинно)' Ёа этом треугольнике не тожде-
ственно равнь! нулю ли|ць три базисньте функции, поэтому

| : о.1Р,['1 | цо+т!Ра+т! | цо+т! +тРа+т! +т.

€огласно лемме 1.9, а также учить|вая, ,то с$): с1?', :€|?'э*',

- 0т _ $т.;
у1| _. 

!ът '

- $:. _ |:'.;+т
ч;+1 ; - 1 -г ---------;- -

/!т

( ,", 
'1, 

Ё : !,6;
0ц | о",;4_1, *:2; 0р _
0тт '| о',;,, Ё:3,4'. 0сэ

[ о;, 1'_1, & : 5;

{о _ [о; :||_ст,1 _|2_$2,!'
!ъэ
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{э-[э;с: 1'о-!э;
-1!1 ' '']

у|!|]'!-'- 
ь 

- 
п

3десь унтено, 91Ф 31,111 : 1т,а | /ьт, тэ,!+т: ъэ,] * Б2. Фтсюда

|) - 1)!) ! (]); '|} - ,,;:# ! @;+у) 'т - 1);-т))
|!\

: о;! ! о',,а!(п: - тт,;) \ о|2,1+11(02 - 1з,).

А }твер)кдение дока3ано.
3амечанше. |1оскольку кусочно-линейное восполнение [ь(щ,п2) € Ёш,

для него справедливо аналогичное представлени$ н2 Ф;3,

|.4.4 [1остроение конечноэлементного ре[пения
3адачи !ирихле

Фпределение. 0рибли>кеннь!м ре|лением 3адачи !ирихле на3ь!вается

функция шу € [{ц, удовлетворяющая уравнению о(шу, о) : $,о) при всех
о € [{у.

3амецанше. Бьтполнение последнего равенства при всех о € Ёу эквива-
лентно усл0виям

а(шм,рсэ) : (!,р;э);'!, :\,2,...,|[т - 1; ! : 1,2,..',]'{э-\.

|1ри этом, поскольку прибли>кенное ре11]ение шу € 1{ц,

щ_1 ш?_|

шм(п:',''): 2 7 !.5рц('1,'21,
|-7 !:7

и его нахо}кдение сводится к нахо)кдению коэффит-\иентов !;5,

Бьтчислим интеграл

[ [0цн09;1 ' 0шу0р,;1 'а\шм,Р;;): | !-'] [йй-йй14л:4ту'с

|1оскольку функция р.! отлична от нуля лишь на носителе ст],7, !Ф€т2199!{Ф
с учетом лемм 1.9, 1.10 вьтчислить

{ууё'т]т2:! | !!4*'',,-! { Ра',а,,:! 0т1 0л1 !'о1 ! 0г: йт ! 0т: 'ц1! с|])ос|}) с|})ос|})
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1'1: ? у : 
',' 

э !'т т7у _ ? ! 
",,;)]т 

;Б2 : - А ]т2у 7, 
",,4 

3.|!,\ |1\

Аналогично

| уу 4т1ёт2: -7тАэ!т,"э,;).! 0п2 0с2
Ф|'

Фкончательно получаем

а(ш м, 9аэ) : _ /'т1/ъ2А'1у65,

где \1'у;5 : (уп'',! у'''')с! - пятиточечньтй разностньтй оператор ..[[апласа

}читьтвая равенство

|

$'р;) : ! !@',т)р;1(от,т) ёт14т2'
.|

Ф.-

приходим к системе уравнений для оть]скания коэффициентов !;5'.

| ^',,, 
: _# 

.| :'',4т14т2, '1; 
€ ы1,:

) ,,,

[ у'; : о. :[;! €1п.

(1 6)

3омецанне. €истема (1.6) представляет собой разностную схему с ап-
проксимацией лравой части путем усреднения функции !@т,тэ) с ядром

9ц по о6ласти Ф,[!' поскольку Раэ 2 0, # ! р'э4п14ш2: 1 (объем пирами-
ц;]

дь| с вь1сотой, равной единице, и основанием и);7 пло]1-\2ди 3/т:Бэ). Регпение
системь| обьгчно находится с помощью итерационнь|х методов' которь:е бу-

дут обсркдаться в главе 3.

1еорема 1.5. [1ршблшэюенное ре!11енше шу(шуг2) схо0шпся к поцному

решенцю ш(л1,т2) в проспранс'", #цр1 с первь[м поря0ком.

.[1,оказательство этого утвер)кдения, приведенное, например, в книге [3],
не входит в программу данного курса лекций.

1.5 3адачи к главе 1

3адана 1.1. ,(оказать линейную не3ависимость функций {р,(')}[',
определенньтх в пункте 1.1.1.
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3адача 1'2. Бьтчислить интеграль1 р,, : } р1@)р!@) 4о; 1, !: 0, 1, . ' . 
' 
/{';

и показать, что базис {р'@)}{,". ""'".'Ё" ортогональнь1м в смь|сле ска-
ь

лярного пр0и3ведения (ш,о) : [ шо 4т.

Фтвет:

!оо : йт|3, 9лш : 7м13, 9оа : (Б4* 7о+:) |3;'! : 7,2,...,1{' _ 1;

91_:1 : 9;;_т : й;|6;'1, : 1,2,..., |'|;

9;1:0; !1-]|>\; |, !:0,1'...,ш.
3адача 1.3. |1остроить кусочно-линейное восполнение й(ш) функшии

"(ш) 
: о(\ - п) на равномерной сетке отре3ка [0, 1]. @шенить среднеквадра-

/, 
,1/2 ,1/2

тичнь1е отклонения (],' _ ш)?ат) , (],,, - ,,Рат)

Фтвет:
1о: ,1,!т, ш;: ,!,Б(1 - а7); |: 0' 1, . . . ,.А/; й1/ : 1;

{;_1 { -1!_тац(т): ,'-':Ё *,'Ё. г € [г;_1,т1]:

/1 \1/2 /1 х1/:
( |с'-ц)2а.-\ <2п' ( !@' _ ш')24т\ <2ь.\б/\6/

3адача 1.4. Фценить среднеквадратичное откл0нение от функции ц(о) :
1пс ее кусочно-линейного восполнения й(п) на равномерной сетке отрезка
11,21.

, 1/2
!. \

Фтвет: (/с, _ ш)2м| < \|+',.\: /
3адача 1.5. Ёа равномерной сетке отре3ка [0' 1] построить прибли>кен_

ное в смь|сле 1!1(3 решение 3адачи

ш"(п): -/, 0 { с < 1; и(0) :0' и(1) :0.

Фтвет:
л_1

ид(о) : 2 у,'р'(");
т=1

!о'''!: _ш;; 
'1, : |,2, . . .,1й' _ 1; !о : ум : 0.

3адана 1.6. Ё1а равномерной сетке отрезка [0,1] построить приблих<ен_
ное в смь1сле /!1(3 решение 3адачи

ш"(п): -12,0 <ш <|; и(0) :0, и(1) :6.
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Фтвет:
ш-1

шу(т) : 2 у'р'(");

!ст,1 : _ ("? + п216) ; | : |,2,'..,ш _ |] уо :9ш : 0.

3адача 1,7, Аа неравномерной сетке отрезка [0, 1] построить приблих<ен_

ное в смысле 1у1(3 решение задачи

ш"(т):2,0<о <1; и(0) :0,.и(1) :1.

Фтвет:
л_1

шу(т):т+'уар;(т);
'!:\

!о,о _ !а] : Б; | Бо+т; Ё : 7,2,...,л _ 1; уо : 9ш : 0.

3адана 1.8. Ёа неравномерной сетке отре3ка [0,1] построить прибли-
женное в смь|сле ?!1(3 решение задачи

,"(")_чш(с): |@),0<с1\] и(0) :0, и(1) :9 (ц:сопз[)-0).

Фтвет:
л_1

шу(п): 2 у'р,(');
,!.:\

ц,, ' ^/] \ ' 
!в_1

!с,а - !а,; - }(ь;н;_т+2(Б41|';*т)уо* 
!тс+т!а+т): [ [р'м;

,! : \,2,...,ш _ |; уо :9п : 0.

3адача 1.9. 8ь:писать вь|рах(ения для ба3иснь|х функший 9о5(пуо2), от-

личнь!х от нуля в треугольниках €$), Ё: |,2,. . . ,6 (см. пункт 1.4.2).

Фтвет: Ёапример, для треугольника €||) отличнь1 от нуля функции:

. |т _ |т.; 12 - {2'|
у'''!_|- п'' ,у'!_|!-|-- 

ь '

|:_!:; ||о_|э;
у'_|!__ ь' - ь

3адача 1.1Ф. 8ь:числить интеграл Р'э: # [ |р,э4а14т2 в случаях:
ц1!

\ |@''уэ): |; 2) |@',шэ): шт;3) |@',{э): пэ.

Фтвет: \) |;2) ц,4] 3) т2,5.
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3адача 1.11. |1олунить систему уравнений, которой удовлетворяют коэф-

фициенты прибли:кенного по }1(3 ретпену1я 3адач|4 .(ирихле для уравнения
||уассона в прямоугольнике €: {0 < т1111,0<лэ<[э}:

Фтвет:

! Бьу;э: _(тт,;*лэ,'), с;5 €о7;
\ 9сэ : 0, л;] €'уп.
3десь, как и ранее:
Бь!а! : (!а'"' + !а2"2);5 )

с65 : (о1,1,п2]); ст,а: |!ъ1, г.23 : ]Б2; !ц!'{1 : 11, Б2!'{2: 12;

сль: {та1]'! : !,2,...,А[ _ |; ] : |,2,...'/йа - 1} ;

1ь : {с;6,п4у",$о!,{]{т!]'|, : |,2,...,А[ - |; 1 : |,2,..., 
^ь 

_ 1}.

| ьш(т) : -(": + г2), [ : (ц,о2) € €;
\и(с):9, [сас'



[лава 2

[1ринцип максимума для
ра3ностнь!х схем

2.! Разностная аппроксимация 3адачи .(ирихле
для уравнения [1уассона

Рассмотрим задачу .[,ирихле для уравнения |1уассона в прямоугольнике
с : {0 1 01 1]т, 0 { пэ <!у}'.

| ьш(с) : _!(т), [ : (тт,о) € 6:

1'(') :р("), тс06.

3десь, как и ранее, ь,:* ** _ оператор Аалласа.от| от,

3амечанше. Ёепрерьтвное в 6 : с + ас и отличное от постоянного ре-
1цение 3адачи (2.1) при !(о):0 (задана .[,ирихле для уравнения Аапласа)

достигает своего максимального по модулю значения на границе 0€. Аан-
ное утвер)кдение обьтчно на3ь1вают принципом максимума.

8ведем в 6 равномерную ра3ностную сетку 9ь: ць0^[п:

1;! : (тт,а,пу,1); пт,а:'1,!ц, п2,1 : ]/ъ2; Б1!\{1 : |т, ]ту[\{э: |э]

шп: {псэ; | : \,2,...,щ _ 1; ! : |,2,...'1{: _ 1} ;

1ь : {с;о,{'мл,$0!,см'!1 | : |,2,'..,щ - |; ! : |,2,...,!'{2 _ |).

3десь оь _ мно)кество внутренни*, а 1ь _ мно)кество граничнь|х узлов
сетки.

1(ак и ранее, будем пользоваться обозначениями

(2 1)

!а]_т_2уа5|уоэ+т

з2

1!.т_т.; 
_ 2у;; # у,;-:';

-

у|в1'1]- 12 1у!2!,2'|]
['\



0 - внутренние у3ль!;

\ - граниннь|е узль|;

]| - гпаблон уравнений.

!, ,,

Рис' 2'1. Ра3ностная сетка

где у.! : у(ш;э) _ сеточная функция, определенная на 07,, и сопоставим
3адаче (2.1) разностную схему;

[ Б'у'э: -|@;э), т', €.'д:
\_*]! 

'@,,\,"" 
|;! €1п. (2'2)

3десь, как и ранее, \ь!;] : (ул'''!!а'"');! _ пятиточечньтй разностньтй
оператор Аапласа.

3омечанше. Разностная схема (2.2) имеет второй порядок аппРоксима-
ции и представляет собой систему (ш1 - 1) х (ш, _ 1) линейньтх алгебраи-
ческих уравнений с тем )ке числом неи3вестнь|х.

3апитпем уравнение Бь!а!: -!@оэ) в виде

/ 2 2\ !;_т]!у;_') -!,)_т|9;)+т у {.' -'. с,,.
\т, 

* 
в ) у') : --'Ф-- * 3- 

-т ]'!' :1 !1 - ц!п'

Бведем обозначения:

" - та! _ центральньтй узел гшаблона;

|л('): {","'*'!,т;]+т} - ц.таблон уравнений;
1!1'(п) :1л(о)\{с} _ окрестность у3ла ,;

22 11А(т): ,2+;. Б(т.с;д'): -. Б(т,п;]+т): 
'э, 

Р(т): [(т;э).п| п, п| п,

Б этих обозначениях уравнение мо)кет бьтть записано в следуюшей форме:

А(о)у(п):' в@,€)у(Ё)*Р(с),псФь. .
[с!]1'(т)

зз



Аналогично могут бь:ть 3аписань1 и уравнения в граничнь1х у3лах:

А(т)у(г) : Р(п), 1 € 1ь, где ['@) : о, А(г) : т, Р(п) : р(о)'

3омечанше. Бьтполненьг условия положительности коэффициентов:

А(') > 0, Б(ш,() > 0, л(') : А(') -' Б(",€) 20, т с9н'
(с|л!(л)

Б указанной форме (далее *'"й'"..*'й) могут бь:ть записань1 разност-
нь]е схемь| и3 достаточно 1широкого класса, поэтому дальнейгцие исследова-

ния целесообразно проводить без унета конкретного вида коэффициентов.

2.2 [1ринцип максимума

Фпределение. Разностной сеткой 96 на3ь1ва€тся непустое конечное мно-

)кество точек г)-мерного евклидова пространства.

Фпределение' [аблоном [@) узла сетки , € !)ь назь1вается любое

подмно)кество оь, содержащее ,. Фкрестностью у3ла ' 
на3ь1вается мно)ке-

ство !!|' (п) : т1(г)\{о).

3амечанше. Фкрестность ['@) узла / мо)кет бьтть пустьтм мно}кеством.

Фпределение. |1усть функции А(с), 3(ш'()' л(') определень| при всех

л' ( с 91. Разностной схемой в канон!4ческой форме 3аписи на3ь1вается си-

стема линейнь:х алгебраических уравнений относительно неи3вестной се-

точной функции 9(с)' опрелеленной на |2д,

А(п)у(с): 

' 

в(т,€)у(€) ! Р(ш), ш €97,, (2.3)

€с1л'(т)

если каждому у3лу т € 97, сопоставлен один и только один гцаблон и одно

и только одно уравнение.

Фпределение. 9зел т € 97' на3ь|вается внутренним' если [!@) + о. в
противном случае у3ел назь1ваетея граничнь1м.

Фпределение. €етка !,)1 на3ь1в2€тся связной, если

| |',{" € 91' : !!['(о') | о 1ш6 € 91, 1 : |,2,...,п[ :

ц € й/(т/), ш2 € [/(с1), .'.,$^ € [/(о--1), п" с ['(х*).

з4



Рис.2'2' |!ример несвязной сетки (обозначения те )ке, что и на рис.2.\)

3амечанце. €вязность о3начает, что от произвольного внутреннего узда
сетки мо}кно ((перейти)) к любому другому у3лу сетки по 3аданнь1м гшабло-

нам. Бсли множество внутренних у3лов пустое' то сетка формально несвяз-
на' а схема (2.3) распалается на не3ависимь1е уравнения А(т)у(т): Р(')'
т €91.

Фпределим линейньтй оператор ! формулами

|у(') : А(т)у(ш) -' в@,€)у(€), с €97,
(с|1]!(л)

и обозначим о("): А(') _ 
' 

Б(",€).1огда в другой форме залиси
сс|!]/(т)

'у(") 
: о(т)у(о) +' в@,()(у(о)- 9(€))'

(с!л!(т)

а ра3ностную схему мол(но 3аписать в виде

|у('):Р(п),тс9'.
Фпределение. Б узле п € 9ь вь|полнень1 условия полох<ительности ко-

эффициентов' если

А(') > 0, Б(ш,€) > 0 у€ с !1!'(ш), о(л) ) 0 (2.4)

.[,алее будем предполагать, нто !,)1 : ан|)^|н, |де ць # о - мно)кество
внутренних у3лов сетки' ?ь - мно)кество граничнь1х у3лов' которое мо}кет
бьлть пустьлм.

1еорема 2.1 (|1риншип максимума). !7успь фцнкцшя у(т) опре0елена ш

не являе/пся поспоянной на связной сепке 96 а цсловшя полоэюшпель-
носпш коэффшцшенпов (2'4) выполнень!. прш всех т € ш7. 7ое0о, еслц
;у(т) { 0 ([у(т) 2 0) 6ля лтобььх п € о7, гпо у(с) не моэюе!т[ пршншма/пь
нацбольшое ео поло?юцшельноео (ношмень!шеео о/пршцапельн6ео) з наненшя
но Фь среац всех своцх значенцй но 97'
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! .(ока3ательство. @т противного.
||усть 3с, €ы7 : у(ш'): }$и(а) > 0, тогда 1ш|| с97 у(о") <у(ш'), ло-

скольку у(с) # сопз1 на 97,. 8 силу связности 91

1с; с о7', ё : |,. .. ,тп'.

щ € [!(п!), п2 € [!(п1),... ,$п е [!(ш^-1), п" € й'(о^).

8 силу условий @.\ и неравенства.у(€) < у(с'): }ци(г) ? ( с 01

|у(ш') : |(т')у(ш/) +' Б(ш',()(у(ш')_9(()) > 0.

ф1!@!)

Б то х<е время по условию [,у(с') {0, т.к. о|€ 0ь. отсюда вь|текает, что

|,у("') :0 и у(€) : у(п') | ( с [' @')) то есть

у@1): у(т'): *жу(') > 0.

|1овторяя аналогичнь1е рассух(дение для у3ла /1, 11Ф(2Б€|т1, 91Ф

у(с2): у($1,): }6з(т) > о'

и так далее. Фкончательно получим

у('"): у(т*) : ...: у@|): у(п'),

что противоречит неравенству у(п") < у(т').
А }тверждение дока3ано.

2.3 6ледствия принципа максимума

.[,алее бупем считать сетку 97, связной и вь|полненнь1м условие

! г9 € 91 : |(л9) > 0. (2.5)

1еорема 2.2 (.:}1онотонность оператора |'). |1успь вь!полнено усло-
вше (2.5) ш !словшя (2.4) прш всех | с 91'. 7ое0о, еслш [,у(п) {0 (],у(о) ) 0)

0ля лю6ьсх п €97, тпо у(п) ( 0 (у(л) >-0) 0ля любьох ш €9п.

? Аока3ательство.
1) ||усть у(т) # сопз1 на 91,. |1редположим, что !о € 9д : у(с) > 0, тогда

1ш| с 97 : у(ш!) : *ну(') > 0. 3то противоречит принципу максимума,

если у3ел а' внутренний. Ёсли этот у3ел граниннь:й, то

|,у(т') : А(т')у(с') {0,
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где А(п') > 0, откуАа у(с') ( 0, нто противоречит неравенству у(',) > 0.

2) |!усть у(п): сопз1 на 01. 1огда,

|у(по): |(ш1)у(п9) + 

' 

Б@1,()(у(п6) _ у(€)) :
€е!л| ('о\

: !(а9)у(г9) чч 0'

и' учить1вая' нто |(с9) > 0, у('о) ( 0. 1о есть 9(г) :_ у($0) ( 0 на 97,.

А }твер)кдение дока3ано.

Фпределение' Разностная схема (2.3), удовлетворяющая условиям по-
ло)кительности коэффициентов (2.4) для всех у3лов сетки (,)1, назь]вается
монотонной' 8 противном случае схема на3ь|вается немонотонной.

1еорема 2.3 (€уществование и единственность ре1дения). 1цспь вьг
полнено услов!|е (2.5) ш условшя (2.4) прш всех 1 с 97,. 7ое0а ра3носпная
за0ача | у(п) : Р(п), ш € 97 шмееп е0шнспвенное решенше.

?.(ока3ательство.
!остатонно показать' что однородная 3адача |у(ш) :0, о € 97, имеет

только тривиальное ре1дение. .(,ля произвольного ре1шения этой задани

{!у[:]?1', 
9г с 96 - { ;[;] ? в; ?о € |2; э у(ш):0 на 01

А }твеР;кдение доказано.

1еорема 2.4 (1еорема сравнения). 1успь вь!полнено условше (2,5) ш

условшя (2.4) прш всех п € 91,. 7ое0а' еслн 1г(')! < Р1о1 0ля любьох
т, е 97,, по |у(п)| ( :и-(с) 0ля любьсх ш € 91, е0е
у(п) - решенше за0ацц [,у(т) : Р(г), ш с 91',

!(о) - ре11!енше за0ачц [,'@) : Р1п), с с 91,.

т .(ока3ательств0. Рассмотрим вспомогательньте функции

о(ш) : о(ш) + у(ш), пл(п) : у(') - у(ш)

{!::а,::'|[А -';[),''.. ?г с 0д * 
{",}(},''..

[]оследняя система равносильна неравенству _9(г) < у(п) <р(п).
А }твер)кдение доказано.
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|1усть мнох<ество граничнь!х у3лов сетки 9д не пусто' т,е. 1ь # о,\огда
разностная схема (2.3) |у("): Р(п), ш € (=)ь мо)кет бь:ть записана в форме
первой краевой 3адачи

( ьу('): Ё(г)' т €ы1,'.

1у('):р(т)- т€1д:

'де р('): Р@)|А@), 1€1н (А(") > 0 !:г € 01,).

3амечанце. ||ри вь;полнении условий (2.4) !г с [26 условие (2'5) для
первой краевой 3адачи вь|полнено автоматически, т.к. о('):1' > 01 т € 17у.

€ледствие (€уществование и единственно сть ре!'1]ения краевой задани) .

17успь условця (2.4) вьополнень! прц всех | с оь. 7оа0а краевая зо0ачо
цмееп е0шнспвенное решенше.

€ледствие (1еорема сравнения для краевой задачи).
|7цспь условшя (2'4) вьсполнень! прш всех ш € ць' 7ое0а, еслш |Р(ш)| ( л(г)
0ля любьсх | € Ф7, !р(')1 < р@) 0ля любьох " € 1н, по |у(с)| { у(т) 0ля
любьсхт€9ь' е0е

у(ш) _ решенце за0ацц | у(ш) : Р(т), о с о7'; у(п) : р(у)' | € 1ь;

у(п) _ решен!|е зо0ачц ['(|) : Р(п), о с о; у(п) : Р(ш),' € 1ь.

€ледствие (}стойнивость краевой 3адачи по граничнь!м условиям).
17успь условця (2.4) вьополнень[ прш всех $ с ы7,. 7ое0а 0ля решеншя
зо0очш

|у(") : 0, т € о6 у@) : р(т), п € 1ь;

справе0лшва оценка у3;!н@)! 
( щах |р(с)|

3амецанше. |1оследнее утвер)кдение вь!текает непосредственно и3 прин-

ципа максимума.

2.4 }стойчивость и сходимость ра3ностной
3адачи .[ирихле для уравнения [|уассона

Бернемся к исследованию ра3ностной задачи (2'2):

| -Б,'у: |0)' с €тап:

\ у: д(т), | € 1п.

Ранее показано, что для линейного оператора

|,у('): -\ьу('): А(о)у(п) _ 

' 

в(у,Ё)у(€),п €о1,;

€е!]]|(')

38



22 11А(т): } - }, Б(т,т;1;): }, Б(с'.т;;+т) : *;п] п5 п| п,

условия поло)кительности коэффициентов (2.4) вь:полненьт !с € |,2ь. €о-
гласно первому следствию из предь|дущего параграфа это о3начает суще-
ствование и единственность ре1шения 3адачи (2.2). |1релставим это рещение
в виде у(т) : ур(ш) + ур(о), гле

ур(п) _ ре1:1ение 3адачи |у'(о):0, о с оь; !р(п): р([),1€1ь;
у,(') - ре|1]ение 3адачи |уг(о): Р@1, п €ы; ут('):0, с €17.

1еорема 2.5 (}стойнивость по граничнь|м условиям).

!!у'(") !!ссо": < !!р(") !1сс'^: .

! Аока3ательство. €огласно третьему следствию теоремьт 2.4

гпах |у,(г)| ( глах |р(т)| + гпцх !9д(/) ( гпах !р(т)! ,{,сФп т€'}ь лс!}ь т€1л

поскольку ур(т): р(о), ш с 17,.

А }твеР>кдение дока3ано.

1еорема 2.6 (}стойнивость по правой насти).

7 .(о казател ьство. Рассмотрим функцию

у(о) : к(!| + с33 _ 
"? 

_ 
"з), 

к : €Фп51: 1 : (от,ш) € 97'.

9нтем, что на многочленах второй степени вторая ра3ностная производная
имеет те )ке 3начения' что и дифференциальная прои3водная' поскольку

т 2х @'-А)'-2т|+(:!+ы2
\ф /лл.. - п2
(т)ас,; :0, ("),, : 0 (" : сопэ1).

|1оэтому

|!(1) : - Ану(п) : _(уа,', 1- !1,'")ц : 4!{ .

|]оло>ким к : + |Р(0)!!'1,';, ''.д, у(п) является рещением задачи

| у($) : Р(о), т с о6 у@) : Р(т), т € 1ь]



гле Р(о) : !1Р(')!]сс,'1, Р@) > 0. |[о теореме сравнения для краевой 3адачи

1у'@)| ( у(с) !г с 9д, то есть

т2 -у у?

! ул(л)1!сцп.; : Рж !ул(*)! ч ,}3* |'(')' < "| г го:!!сс.,) .

^ 
9твеР:кдение д0каза но.

1еореша 2.7 (!стойнивость ра3нос'"Ёй ..,',;" .{ирихле). ,4'ля решленшя

у(п) розносшной зо0ачц (2.2) справе0лшво оценко

12у12
1!у@)1|сс,о * ;1'1г)! [(э,) * # ||Р@)!1о(,^) .

9твер>кдение следует из двух предь|дущих теорем.

1еорема 2.8 (€ходимость ра3н0стной задачи !ирихле). !7цспь ш _ ре-
!11енше 0шфференцшальной за0оцц (2.|), а у _ рец1енше разноспной за-
0анш (2'2)' [ое0а ||у - и!]ссо'; < м(ь? + й|), е0е А,[ _ поспоянная, не

3авцсящ&я оп Б1,!ъ2,

! Аока3ательство. |1огрегшность ра3ностной задачи (2.2) э;1 : у,1 _
ш(п;э), т;5 € 97' удовлетворят уравнениям

[ Б'.';: -Р;). !;; € Ф1,'.

1 '']:'', 
'' ""',',ё\}, гле Ф;1: (?/;-''' *ц""! |);1

_ погре1шность аппроксимации разностной 3адачи (2.2) на регшении и(т)

дифференциальной 3адачи (2.1). |1оскольку вторая ра3ностная производная

аппроксимирует вторую прои3водную достаточно гладкой функции со вто_

рь!м порядком' справедливо неравенство

!|Ф!1ср; < м(ь1+ ]й),

где постоянная А4 не 3ависит от Б1 и й2.3 силу устойнивости имеем

т2'л2
!!-/--\!| -'т!'2|"т, !

|'а(л)! с(оь; \ 4 || Ф |с+,ь: '

Фтсюда вь1текает неравенство

т2'т2
!!.(.)!!ссо,: < мФ1+ Б|)' гле м : й''!'''.

А }твер)кдение дока3ано.
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3амецанце' .[|оказанная теорема является следствием более общего

утвер)кдения.

1еорема 2,9, в случае лшнейноео ра3носпноео операпора ш3 аппрок-
сшмацшш н усгпойшшвоспш сле0уеп схо0шмоспо.

? .(ока3ательство. |1усть и _ ре|]]ение дифференциальной 3адачи

!ш:!,о€€;
а у _ ре1]]ение аппроксимирующей ее ра3ностной задачи

|,у:Р,ш€97;
на ра3ностной сетке 0ь ( 6,61агп91: й,. Рассмотрим сеточньте функции:
р, : (|ш)ь - [,шп, т € 97 _ погрешность аппроксимации дифференциаль-
ного оператора | разностнь1м оператором ! (индекс [ обозначает проекцию
соответствующих функций непрерь:вного аргумента на ра3ностную сетку
9); фт _ Р _ |7', п € 97 _ погрешность аппроксимации правой части.
|1огрешность решения разностной задачи э : 9 _ \7, $ €96 }Аовлетво|яет
уравнению

| э : Р - [ш1: Р - [,{ (!ш)1- [,ш1: фт +фс: ф, о €96
|де ф _ погре1]]ность аппроксимации ра3ностной задачи на ре11]ении лиффе-

ренциальной 3адачи. Аппроксимация с порядком & означает, что ! ф !!,, (
!|/[1Аь, а устойнивость _ 

1!у!1о, ( м'||Р|1л^ 3десь постояннь!е 1\\ и 1\42

не 3ависят от [. Фтсюда вь1текает оценка !, !,^ ( м1м2пь, о3начающая
сходимость с порядком &.

А }твер)кдение дока3ано.

2,5 [1римерьт применения принципа максимума

3амечанше.8 параграфе 2.3 показано, что условия монотонности ра3-
ностной схемь| (2.4) занастую являются достаточнь|ми для ее корректности,
то есть существования и единственности ре1шения ра3ностнь1х уравнений и

устойнивости схемь!. Разумеется, отсюда не следует, что немонотонная схе-
ма обязательно некорректна.

1!ример 2.1 (€хемьт с весами для уравнения теплопроводности). Рас-
смотрим первую краевую задачу для одномерного уравнения теплопровод-
ности

0ш 02ш

-:;{,0<т<1,0<1{7;оЁ оп"
0(0'') : рт([), ш(|,ь) : р,'(ь); ш(п,0) : шо(у). '
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8ведем ра3ностную сетку |,21':0п х Фт, где

91": {п;:'1,/ъ; /.: 0, 1, . . . , &; |2,1/ : 1};

ц)ь: {$.') '!' : |,2,. . . 
' 
ш _ |}; 'уь: {со, гш};

со' : {[': пт] п: 0' 1, . ' . , Ё;т|{ : !};

и сопоставим исходной 3адаче ра3ностную схему

п-1
11.' - - 1|"+: оу:1,!+ (1- о)у!"".;:

т
'1:|,2,...,ш- |; п:0, 1,...,!{ _|;

у3*' : Р:'([''1, ук*' : !лэ(!,*'1' у? : шо(ш;).

3десь о _ числовой параметр, назьтваемьтй весом схемь|. 9тобьт записать ос-

новное уравнение в канонической форме, ра3решим его относительно у,1+1.

(\ +2офу!+' : (1 - 2(| - ффу[ + о"у(у?!| + у?|л+
+(1- о)1@!_т*у|*т), 1: т|п2.

Б ках<дом у3ле, : (ша,1'11) гпаблон [@) с0стоит и3 1].1ести точек, а

окрестность [!(т) состоит и3 пяти тонек (л111, ['+т)' (та,|'), (".*1',1'). 9сло-

вия поло}кительности коэффишиентов сводятся к неравенствам 0 < о < |,

о > |_:|Р'у).3аметим, что схема останется монотонной и в том случае'

если эти неравенства 3аменить на нестрогие, то есть потребовать

0(о(1, '''_*.
|1ри вьтполнении одного из щловий со знаком равенства, окрестность 11,(а)

состоит не и3 пяти, а и3 меньшего числа узлов (см. рис.2.3).

- ^ ^-1/о --1о:\) о:|/. 0_|

Рис.2.3.1]]аблон уравнений [@) лри ра3личнь|х 3начениях о

8 частности, явнаясхема (о : 0) монотонна при условии т { Б2 |2, тле-

ститочечная симметРичная схема второго порядка аппроксимации (о : \|2)

при условии т { !т2 ' а чисто неявная схема (о : 1) монотонна при любьлх т
и /ъ,
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[1ример 2.2 (.д!1етод гармоник).

1) [1ока>кем неустойнивость явной схемь1

у?+\ -у? .п_ 
91.т-'!.

лри т > й2 |2, исполь3уя так назьтваемьлй метод гармоник'

Будем искать частнь1е ре11]ения уравнения, имеющие вид

у?(р) : ц'",^'' ,

где символом 1 (нтобьт не менять предь1дущих обозначений) обознанена
мнимая единица, !2 - произвольное действительное число, а ч _ число'
подлех{ащее определению. 3то решение удовлетворяет начальнь1м условиям

у| : соэ(9ш1)+ 1з|п(ро,;'

представляющим собой ра3личнь1е гармоники в зависимости от 9. 9тсюда,
собственно, и название метода. |]одставляя ука3анное частное ре11]ение в

уравнение' получим

ч_ :; е_|'р[ -2+еьр| 2(сов(69) - 1)

тп2]}'

"!ъо т
откуда найдем 0:1- 41в!п'Ё.":т

Ёсли для некоторого Р ока}кется, нто |9| > 1, то частное решение, рав-
номерно ограниченное по р л|и п :0, будет неограниченно во3растать при
п -+ оо. Б этом случае нарушается условие устойнивости по начальнь1м

даннь!м вида

!у" !с { [[ 1у,||",

где постоянная А'[ не зависит 0т г}, о3начающее непрерь|вную 3ависимость

ре1цения ра3ностного уравнения от начальнь1х условий. Ёарутпение этого

условия делает практически нево3мо)кнь!м нахо}кдение численного ре1пе-
ния' поскольку погрешности (например' погре1пности округления), внесен-
нь1е в начальньтй момент времени, булут неограниченно во3растать при уве-
личении п.

Б рассматриваемом примере 1с1 > 1 при 41 > 2, то есть схема неустой-
чива при т > й2|2.

3амечанце. Ёеравенство !с! > 1 фактинески является достаточнь]м усло-
вием неустойчивости, а неравенство !с! ( 1' _ необходимь1м условием устой-
чпвости.
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2) 1еперь найдем необходимое условие устойнивости схемь[ с весами
лри о | 0. |1одставляя в уравнение

у?,а: 'й!'| * (| _ о)ф''

частное ре1дение у?(р) : ч.е.\9|, так )ке, как и !\ля явной схемь:, получим

равенство

0 : | _ (оч + (| _ о))А1 этп' \.
Фбозначая з : зтл2(!ър|2), находим , :'_т{|-;?','. Аалее ре1цим нера-

венство !с! ( 1:

|1_ 4(1 _ о)^уз! ( 1* 4о?э * 
{ ;1&[ !'',).,, > о.

Фтсюда, учить]вая' что 9 € [0; 1], прихолим к неравенству 1_2о { \|Р.у)'
откуда окончательно получим условие

11о2---.-2 41

3омецанне. €опоставляя это условие с полученнь1м ранее условием мо-
нотонности схемы с весами о 2 |_т|(э'у)' приходим к вь1воду, что моно-
тонность является' вообще говоря, более сильньлм требованием, чем просто

устойнивость.

[1ример 2.3 (€хема с переменнь|ми коэффициентами). 14сслеАуем раз-
ностную схему для уравнения теплопроводности с переменнь|ми коэффици-
ентами

-]1

,пу1 у6 :0у-)2,;,0<ст ( а!; {сэ, р?2сз>0.т

||ерепись:вая это разностное уравнение в вид

Р| 
',п+| - 1 {'?,,?_' \ .?*'**') - (+ - "? !!?*'\ н?,

''4 
п2\-! у1_| | -[+|у2+', ' \' !0 /

получаем' что схема монотонна при условиях

т@!+а?*) - п# { р7; ё : |,2,...'ш_ !; п :0, 1,...,Ё _ \',

которь|е вь|полняютс я при т < з* '
с2 2

ц



(шо,[,+т) (пс,|,+т) (сш,1,+:)

(шо,|') (ш;,|") ('ш, Ё,)

Рис. 2.4. Разностная сетка на соседних временнь1х слоях

|1ока:кем, что монотонность схемы влечет за со6ой ее устойнивость по
начальнь1м даннь1м. Будем предполагать, что граничнь!е условия одн0род-
нь1' то есть у[, : ук:0, ,' с о'. Рассмотрим два соседних временнь1х слоя
|,' и [,11 (см. рис.2.4). Булем считать узльт (л;' [п+т)' т; € о7,, в которь1х и3

уравнения находятся 3начения у}+1, внутренними' а прочие у3ль| Рассмат-
риваемь!х временнь|х слоев _ граничнь|ми. Б граниннь|х у3лах значения
сеточной функции 9 булем считать известнь|ми. 8 слунае монотонности
схемь| можно воспользоваться оценкой устойнивости по граничнь|м услови_
ям для первой краевой 3адачи (см. третье следствие теоремь| 2.4)' которая
с учетом однородности граничнь1х условий примет вид

!у1*'! < ' тп4} - |у!|.''с"'.' 1<'<ш_1 '-

Фтсюда следует условие устойнивости по начальнь]м даннь1м

!|у"*'!!"(,') ( !]у"!с(,")

[1ример 2.4 ([1риншип 3аморо)кенньтх коэффициентов). 14сследуем ус_
тойчивость схемь| с переменньтми коэффициентами

: @у-)!'с

исполь3уя так назь|ваемьтй принцип 3 аморох<енньтх коэ ффи циентов.

БуАем снитать, что коэффициентьт р!, а| постояннь!' то есть

р? = р: €Фп$1; а7: а: сопв{.

1огда уравнение мо}1(но 3аписать в виде

у!_1_у! п ! а
" ! 

- -!.
т| 

у{,т'!' 
р

|1ри рассмотрении примера 2.| показано' что последнее уравнение устой_
чиво при т' 4 /ъ2 |э. 8 соответствии с принципом 3амор0)кеннь|х коэффи-
циентов считается' что схема устойнива, если условие вь1полнено при всех
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во3можнь1х 3начениях 
"7, р?, то есть ' { Ф?п')|(2а!). Ёсли известно, что

0 < ст ( а! {сэ, р7 2 сз > 0, приходим к тому же условию устойнивости

- сз !1'

'\;т'
что и в ',*,,.'*"',: примере, где это условие строго обосновано.

1|ример 2.5 (Разностнь|е схемь1 для уравнения переноса)' 14сследуем

простейтпие явнь|е ра3ностнь1е схемь.1, аппроксимирующие краевую 3адачу

для уравнения переноса

0ш 0ш

-+^:0, -с>0,Ё>0;
о[ о$
ш(т,0): шо(о), ш(0,*): р(с)'

3амечанце' Решение ш(т,[) этой задачи переносится по характеристи-
кам 1: с*сопв!, откуда ш(о,[):,.("_[), ш>!иш(п,!): р(ь_ш), о <[.

Б квадранте т 2 0, ! ) 0 введем ра3ностную сетку !)1, : !,)ь [-.'] ш.;

9п: {"': |Б; '!' :0,|,2,. . .\;

ы,: {!,: пт'. п: 0. 1.2....}.

1) €хема с ра3ностью, направленной <против потока>. €опоставим ис_

ходной дифференциальной задаче ра3ностную схему

у?,; + у?,;: 0; '!' : |,2,3, ' ' '; п : 0,|,2, ' ' ';

у? : шо('а), у3 : р(|")'

8 канонической форме 3аписи основное уравнение примет вид

у:*' : э!?-т | (| - ^0у7, ', :;, ,.

Фтсюда легко видеть, что схема монотонна при т ( А,.

3амецанше. |1оказать, что из этого условия следует устойнивость схе_

мь1, поль3уясь принципом максимума и его следствиями, нель3я' поскольку

рассматриваемая сетка имеет бесконечное число у3лов. Фднако несло)кно

убедиться, что метод гармоник дает то >ке необходимое условие устойниво_
сти.

2) €хема с разностью, направленной <по потоку>. 14зменим основное

уравнение предьтдущей схемь1 следующим образом:

у?,а + !},а: 0'
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8 канонической форме залиси

у?*' : (| + у)у? _.!!?+т.

Фтсюда делаем вь|вод, что схема немонотонна при любь:х т и й. |1ока>кем
методом гармоник, что схема так>ке абсолютно неустойчива. |1одставляя в

уравнение частное ре11]ение у?(р) : ,п"'!'/те! , получим

ч - 1 +{=: 0 + ч : |+ 1(! - епР\,тп
откуда !с! > 1 (/т9{2т/с).

3) €хема с центральной разностью. Рассмотрим схему второго порядка
аппроксимации по пространству, основное уравнение которой имеет вид

ф',+ у! ,:0.
8 канонической форме 3аписи

- 1 1- ,-1ц!..у'/ , :1!,!_:|!,; 
2-, '

€хема немонотонна при любьтх т и Б и абсолютно неустойнива, поскольку
методом гармоник получаем' что

о-| 
"Ар! ---!т2!

|+ * :0+ 4:|-|1э|п(Б9),

откуда!с! >1(ьр|т/с).
4) €хема с искусственной вязкостью. -д!1одифицируем уравнение предь|-

дущей схемь1 следующим обра3ом

у!, * у! : /ьуу|,;, (, > 0).
" |.!

|1ри этом порядок аппроксимации схемь| по пространству пони3ится до пер-
вого.

3амечонь:.е. Б уравнении Бюргерса **"*: р# коэффициент рха-
рактери3ует вя3кость средь!.

3аписьтвая уравнение в индексной форме

у?'' -у? ' у!-:-у!-т ,'.9!_т_2у? +у!*т

' 
- 2п 

_![у--___Р-1

и приводя к каноническому виду

у!*' : , (, **) 
''_,+ 

(1 _ 2'у,)у? * ", (, -*) ,'-,,
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получаем, что схема становится монотонной при условиях:

1?(^ (1.'2у

3амечанше. €лагаемь:е, добавляемь1е в разностное уравнение (с сохра-
нением аппроксимации), подобньле рассмотренному в данном примере' на-
3ь|ваются монотони3аторами.

2.в .&1онотоннь|е ра3ностнь!е схемь!
для уравнений второго порядка'
содер}!(ащих первь!е производнь|е

Рассмотрим первую краевую задачу для обьткновенного дифференциаль-
ного уравнения второго порядка

ш"(ш) + г(ш)ш'(г) : _!("), 0 < т < 1; и(0) : и(1) : 0,

и зададимся целью построить для нее разностную схему, имеющую второй
порядок аппроксимации и монотонную при любьтх 1пагах сетки.

Рассмотрим простейгпую схему с центральной разностью второго поряд_
ка аппроксимации

?]-т.';'![;.цу-: _-|а, уо: у]'{:0;'!':1,2,'..,|[ - 1; А!{:1'.,0 л,1

Б канонической форме 3аписи

2 /] т'\ /| г'\ 2

ь'у,: \т_ я)и-' + (Р *я)'!;-т- |; + й ( 
'-Рт-п

- условие монотонности схемь1. 1ем самьтм, монотонной при всех А схема
буАет литшь при г(ш):0.

.(,алее заметим' что лри т(п) 2 0, ш с (0;1) схема первого порядка с
односторонней разностью !о",о*го!',о: -/, монотонна для всех [, поскольку
в канонической форме

/2 г,\ | / 1 г'\
\т - ; ) иа : рн;-:* (р + 

} ) и;-т - ['

1ак:ке легко показать, что лри г(о) ( 0, о с (0;1) для всех /а монотонна
(\€\{'А !1,; * тауа,о : _ !о,
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|[редставим функцию г(о) в виае суммь1 т(ш) : г1(а) + г_(т)' гле

г|г) :0,5(г(г) + |г(а) ) >- 0, т_1ш1: 0,5(г(с) _ |г(с)|) < о.

1огда схема первого порядка с направленнь1ми ра3ностями

9''э, | т+(оа)у',о | т_(т;)у1,;: -|4
так)ке монотонна для всех 6.

Рассмотрим погрешность аппроксимации этой схемь! на ретшении диф-

ференциальной задани

фа : шт''; * г1(п1)ш',4 * г -(с'1)ш1,; | [а :

: ,'| + т*(с,)(ш'' | 0,5йш',') | т_(с)(ш/, - 0,5Бш'|) + !; + 9(72) :
:0,5Б(г+(п;) - т_(с))ш',' + Ф(ь2) :0,57|г(о)|ш"(п) + о(ь') :
: 0,5Б|г(о)|шо",а * о(|'').

}читьтвая вь|ражение для погрешности, второй порядок аппроксимации бу-

дет иметь схема, модифицированная следующим образом:

(1 - 0,5},|г(а ,)|у'',' * гу(п)у",; * т-(т1)у';: - [;.

3аметим, нто коэффициент

(1 - 0,5й|г(о,) ) : (1+ 0,5ь 
'(";)1)_' 

+ о(ь\,
поэтому порядок аппроксимации не умень1шится' если его 3аменить на ко-
эффициент

!с|: (7 + 0,5&,|г(л;)])-1 > 0.

Фкончательно получим схему второго порядка

Ё;9о",; | г+(ша)у",о * т_(п)у-,6: _!а.

которая в канонической форме 3аписи имеет вид

(# -дР)'' : (#- +) ,,_,* (#- +) !;-т| |;

откуда легко видеть, что схема монотонна при любьтх [.
3амецонше. Аналогично строятся схемь1 для уравнений в частнь1х про-

изводнь|х. Ёапример, для параболического уравнения

0ц 0'ш 0ц
_ г(4\_

0[- 0*2'''''а"
монотонной при любь:х т и |ъ яьляется чисто неявная схема

.,п!| 
- ' 'п+ : к ;у3!,| + г !фу!|| \ г _(ш)у}|1,т -"

имеющая порядок аппроксимации Ф(т + й2).
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2.7 3адачи к главе 2

3адача 2.1. [оказать, что разностная задача

!а',а*гс!&,о: _|а; |,:|,2,"',|{_ 1; [|{:1;
у0: ум: 0; !г;! ( Р;

имеет единственное ре1цение при условии п < 2| п..

3адача 2.2. 8ьпполнены ли условия принципа максимума для разностной
3адачи

!а",.: _[о; |:|,2,...'[_ 1,ш+1,...,2]'[ _ 1; /г,1{:1;

!с,о: !с,эту: 0; уш : 0.

Фтвет: Ёет. }словия вь|полняются на сеточнь1х подмножествах

9тн : {то;{ : 0, 1,...,$$};
9уп : {с;;| : ]'{,ш + 1,.. ., 2ш}.

3адача 2.3. ||остроить рещение дифференшиальной 3адачи

ш"(т1:0'0<с<|,!<т<2;
ш'(о; : ц, ш'(2): аэ, ш(|) : 0]

и аппроксимируюшей ее ра3ностной схемы

!ст,1 : 0;'1' : 1,2,...,Б _ 1,ш* 1,...,2м - |; !ъ!\{ : |;

!з,0: @|э !а,эту : аэ, !ту : 0'

Фтвет:

_/_\ [ 0+''('-1), 0(т{1;
ш\т) : 

\ р +*'('_ 1), 1 (с ( 2;

--,-\ | 0+ат(по_|),''':0,1,...,]{';
у\[.) : \ р + "'Ф'- |), 6: /{',]'{ * |,...,2!'{;

3амечанце. €хема дает точное ре1!]ение в у3лах сетки, поскольку ее

погре!цность аппроксимации \1а гладких ре!цениях дифференциальной за_

дачи равна нулю. 8 этом несложно убедиться' учить|вая' что из исходного

дифференциального уравнения вь|текает равенство нулю всех производнь|х

порядка вь!1де первого на [0;2].
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3адача 2,4, [1ри каких условиях справедлив принцип максимума для

разностной схемь|

уо",;!п?уа';+(1_ "?)у',,: -[а; |:|,2,...,/{- 1; [.д/:1;
!о: ум :0'

Фтвет: Бсе условия принципа максимума вь1полнень1 при любьтх },.

3адача 2,5. |1ри каких условиях справедлив принцип максимума для

разностной схемь1

!с1т1.!; !у72[2.!) -т с'ц т1.; !},.;)- с''|': !"''.,;: -|;;'
0<ш:',а<1,0<п2,517.

3амецанше.3десь и в последующих примерах' где это не вь1зь|вает недо-

разумений, полная постановка разностной задачи не приводится.

Фтвет: Бт { 2| с1|, 72 4 2||с2|.

3адача 2.6, Асследовать монотонность схемь1

от'!] : от?у!! ! у'т,'т.1'

Фтвет: Ёемонотонна лри лю6ьтх т и Б'

3адана 2.7. |{акое уравнение и с какой п0гре1].1ностью аппроксимирует

ра3ностная схема

у: : 'у}!! 
_ (1 _ 2о)у!,.; + оу:;,!.

" !'п

9вляется ли схема монотонной?

Фтвет: €хема аппроксимирует уравнение * : # с порядком Ф(т2 + й2)

и немонотонна для любьтх т, 7 и о.

3адана 2.8. Ёа прямоугольной сетке с 1шагами Ат и йэ, исполь3уя девя-
титочечньтй тпаблон, построить Ра3ностную схему четвертого порядка а||-

проксимации для уравнения }1апласа

02ш 02ш
;-ъ *;-ъ: (-).от| от,

Аайти условия на|лаги сетки, при которь1х справедлив принцип максимума.
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Фтвет: €хема четвертого порядка

Б? + !т?

!тр1,;5 * !о2с2.;5 * }-!стстаэхэ'!} 
: ()

монотонна лри || х{5 { йт| Бэ { ]5.

3адача 2.9. Аппроксимировать со вторь1м порядком уравнение

02ц 02ш 02ц
!-:!!0'1 0т@т2 ' 0т|

и вь|яснить условия, при которь1х справедлив принцип максимума.

9твет: |1ростейшая схема втоРого порядка

!стст'!! _ !3'1','! * !|2т2.;; : 0

немонотонна при любь:х !т1,!ъ2. !^ля схемы с монотонизатором

!птст,1,! 
_ !;'}",'] * у'2{2,1] : _и/ц!т2у1,2,12'2,а5

справедлив принцип максимума при условиях:

1 !тт -|

'<''{|,2у<Ё<я3адана 2.1Ф. |[остроить мон0тонную ра3ностную схему второго порядка

аппроксимации для задач\4

02ш 02ш# + |{ : _!@т,шэ), (от,с2) е 6: {0 < $1 1\, 0 < т2 <[2);о|| ош''

9с.,тэ'):0,0<с2<12;0ст' ''
ш(о1,ш2): 0, ('т,са) с 06\{о: : 0, 0 < 

"э 
< |э}.

Фтвет:

$,;4 : (п1,6,{2,э); шт,;: ё/т1, п2,5 : ]72; !т1!\: |т, Бэ]'{э: |э;

ц:'ь: {та!,'1 : |,2,...,[т _ |; ] : |,2,...,]{э_ |} ;

цэп : {то1] 1 : !,2,...,1{: _ 1} ;

1п: {поо'$,1]уэ,|]ут!| {:0'1,...,0: _|; 1:|,2,...,^ь - 1}.

!цт',о5 \ !бэоэ,'1'! : _ [о5, лц € ш1;

!с1,1! : _0.5Б7(у5,', * !)сэ, т65 € Ф21]

!о] :0, |;1 € ^/ь.
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|лава 3

]![етодьп ре!ше 11ия сеточнь!х
уравнении

3.1 .Р[одельная 3адача

3.1.1 Фператор ра3ностной задачи,,(ирихле для уравнения
[1уассона в прямоугольнике

./!\етодьт ре11]ения двумернь1х разностнь!х краевь1х задан будем иллюстри-

ровать на примере разностной схемь!, аппроксимирующей 3адачу .[,ирихле

для уравнения |1уассона с однороднь|ми граничнь|ми условиями в прямо-

угольнике с : {0 1 {1 {]т, 0 < ту <1э)

| ьш1п1 : _!("), | : (п',п2) с €;
\и(т) :6' ус06:

02ц 02ш
где, как и ранее, '": й+ ф_ оператор |алласа.

как и в главе 2, введем в 6 : € + 0€ равномерную разностную сет-

ку [26 : шь01п',

' ь'1 : ('''',пэ,1); шт,а:'1,!ъ1, п2,5 : ]/ъ2; Б1!\{1 : |т, Бу!'{э: |э]

.. _ (-щп _ \&1-11 | : |,2,...,& _ 1; ! : |,2,...,А[: _ 1};

"|п : {$;о,$,[!{э,$0!,пм'!; | : 7,2,.'.,[т _ !; ! : |,2,...,!х{2 - !) ;

и рассмотрим ра3ностную схему

{ Б',,' 
^ 

_!@а), {,;'1 сФп] (3.1)

[иэ:о' 1,!€1п'

3десь, как и ранее, Бьуц! : (!а'"'*цо"'')ц! - пятиточечньтй разностньтй

- оператор |апласа' 
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3амецанше. Разностная схема (3.1) представляет собой систему (&_1.) х
(ш, _ 1) линейнь:х алгебраинеских уравнений с тем же числом неи3вестнь1х

относительно неи3вестной сеточной функции у.

3адана (3.1) порожпает линейньпй оператор А, которь:й определяется

следующим образом:

Ау;э : _Бь!а] : _(у''"' * у-""");.!, т1! € 0)ь\ у!'' : 0.

Бведем конечномерное линейное пространство

Ё: {у("'э);|;5 €911, у!.,,:0}

сеточнь|х функций, определеннь1х на сетке 0д и обращающихся в нуль на

}7,, !азме!ности (1тг1 _ 1)(ш, _ 1). Фпрелелим ь Ё скалярное прои3ведение
и норму

щ_1ш?-1
(у,,) : 

' ' 
!;3о;5/ц|2', !|у!1: |@А; у,о € Ё.

:_11-! ]-!

Разностная задача (3.1) мо>кет бьтть записана в виде

Ау:!;у,|сн;А:1-+|{.
Ёаша дальней1]]ая цель _ установить свойства оператора А во введенном
пространстве Ё.

/1емма 3.1 (Разностньтй аналог формуль: интегрирования по настям).

!'ля прошзвольных функцшй у ш р, за0анньсх на равномерной сепке с
шаеом !ъ' справе0лшво поэю0еспво

ш л-1

|на,;о4/ъ: у[\{1)м 
_ !ооо -|н,,',',ь.

4:1 т:0

7 Аока3ательство.

лшш
|!а,;о6й:|9',' 

_|н'_',': умц|,{ 
_ 9о1)о|

/;\ '!,=1 +:1

л_1 ]{'_1 ш-1

+|н;оа _|н,,'*': умц!,[ - !о1)о 
_|н;,','й.

'{:0 '!':0 1:0

А 9тверх(дение доказано.
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€ледствие. ]7оменяв ролямш у ц 0, получцм

ш-1 л

|н",','ь: у],{ц!,{ 
_ !оцо _|н;,',аБ,

{:0 {е\

1у_1 ш

огпку0а |э',','ь: 
_ 

' 

у.|о.,.ь прц ?'0 : 1'л : 0.

|,:\ !.:]

.}1емма 3.2 (Разностнь|й анал0г формуль: |рина). !ля любьсх ш,о € Ё
верно равенспво

ц ш?_1 щ-1 л,
(Ау, 

') 
:'' (! а,оа) а3Б1й2+ ! !(и-,о'") 65Б1!ъ2.

|=\ !=\ |,:7 !:\

?.(оказательство.
ц_1ш2_1 ц-1 ш?-1

(Ау,,):_ 

' 

|(н.'",,)о17тБэ_ 

' ' 

(9п,',о)с5!ъ271:
|:7 !:1 '[:\ !:1

ш?_1 щ_1 щ-1 л?_1
: _' /ъэ7 (у-,',о);5!т, - ! ,' ! (!с,""о)4572 :

!:\ Ё:\ '1.:7 !:1.

(в силу следствия леммь1 3.1, унить:вая, нто о|'^ :0)

}/?_1 щ щ_1 ,т,

: 2 ь'|(н.,,.,)цБ, +' ||'2(у.",',)'э|'''
;-1 ;-1 ;-1 ;_1!-! !-!

А }твер)кдение доказано.

1еорема 3.1 (,4- - А> 0). @перапор А являепся самосопря)!сеннь[м ш

поло?!сшпельно опре0 еленнь!м в простпр анспв е [|.

? Аока3ательство. 8 силу леммь| 3.2 (Ау,о): (Ао'у): (у,Ао) лля
любь:х у,о € |{, откуда А* : А. (роме того,

щ ш?-1 щ-1 ш,

(Ау,у) :'' !3,,43й1!т2+'' !3,,41!ът}ъ2, | у е Ё,
,=1 :=1 1=\ !:\

откуда (Ау,у) ) 0. |[редполагая равенстьо (Ау,у) :0,получим

!а,,а5 :0; | : 1,2,...,&:; ! : |,2,...,]'{у_т; (у!.'^: 0) -



!м,! : !м'_т! : ... : у|! : у01 : 0; ! : |,2,...,{у- 1 + у|,' : 0'

Фтсюда (Ау,у) > 0 для всех у |0 из Ё,
А 9твер)кдение доказано.

€ледствие. €обспвеннь[е 3наценця операпора А 0ейспвцпелоньь ш, бо'
лее поео, поло?юцпельньс. €о6спве нные по о проспронспв а, опв ечающце

ра3лцчн0!м собспвенньсм 3наценця7|, орпоеональнь!.

.[ля нахо:кдения собственнь1х 3начений и собственньтх функций опера-

тора А сначала рассмотрим одномерньтй оператор

А(')у; -_ _9т''о, 1 : |,2,.. ., ш _ 7, уо : 9л : 0;

действующий в пространстве

д0) : {у("');', с 9['), уо: ум -_0};

0[) : {', :'!'й; '[.: 0' 1, . . . ,1/; й,1{ : 7};

со скалярнь!м произведением и нормой

л_1
(у,о)уо; :|н;о;7; !!у!!'',', : |(у,у)*; у,1.) с н(|) '

3амецанце (1-(1) : ,4(1) > 0). €амосопря>кенность и поло)кительная оп-

ределенность оператора д(1) д6казьтвается так )ке, как в теореме 3.1.

Рассмотрим 3адачу на собственнь1е значения оператора А(1):

!а''; * \уа:0; у0: ум: 0; | : \,2,' .', & _ 1; ьм : !'

/]емма 3.3. €обстпвенные 3наченшя ш собстпвенньсе фцнкцшш операпо-

ро АФ цмеюп вш0:

. 4 "тЁ тЁ!

^^ 

: 
йв!п2 *:; 9д.; : в|п Ё' . : 1',2, .. ., ш - 1; 1 : 0, 1, . . ., ш.

7 Аока3ательство. по аналогии с соответствуюшей дифференциаль-
ной задачей на собственнь|е значения буАем искать ре1цение в виде

у; : з1п(а{); | : 0' 1,...,л.

|]одставляя у; : в1п(а'!,) в уравнение

у;_т -2(| _ 
^ь2 

|2)у[*!а+т:01 '1,:1,2,. '.,!т[ - |,
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получим 2в|п(а,!.) со80 _ 2(1 _ 
^п' 

|2) в1п(о|) : 0, откуда

^п2 
4 ^осо$ц^:1_ 2 ' ^: п'э|п',.

|1оскольку уо : в1п(а0) :0, осталось учесть граничное условие 9ш :0:

в1п(о1/) : 0 + аь : т*||{; * : |,2,....,# - 1.

А }твеР>кдение доказано.

€ледствие. €обспвеннь!е 3наценця \ь, Ё : \,2,...,1{' - 1 операпора
д(т) розлшпнё! ц поло?юшшельнь!, а опвецающше шм собсшвеннь[е функцнш
уь обрш!юп орпоеональньой бозцс в проспронспве Ё(|).

/1емма 3.4. €обспвенные функцшш операпора А(1)

п . т]с| /' . т]са;
#и(г;) : /7з!п': у7в1п|; Ё: |.2,...'ш_ 1; |:0'1'....ш

образуюп орпонормцрованньт.й бозшс в проспранспве Ё(|).

! Аок а3ательство. Б силу орт0гональности собственньлх функций 9р,
Ё : \,2,. . ., ш - 1 достатонно найти нормировонньлй мно)китель. 14спользуя
обозначение аь : т]с |!\{ , получим

ш_1 ' 
^/_1(у',у')",,,: !в|п2(од фь: :!с' _ соэ(2ауЁ)) :

[=1 ' !=т

ь {: /' з1п(2ор(| + ||2)) _ в|п(2од(а _ 1/2))\:'2\'- 2ы,"А /:
А ( *, , з1п(2ад(|/ - ||2)) _ з1пад\ лш |

2\ 2э!под ) 2 2

А 9твеР>кдение дока 3ано.

.}1емма 3.5 (Фшенка спектра оператора А(1)).

94
;(}:<):(...()д_1 ( _.

?.('ока3ательство. Ёеравенства )д { }ь+т (&:|,2,...,ш_2) являют_
ся следствием во3растания синуса на (0;т12).

4 '"т(!\{-1) 4 .Апах:Ал-т:Р51п- 2м < 
п,



Бводя обозначение а: т|(2]'{) и учить|вая, что й|{: /' получим

4 ^т т27з1по\2 т2161\2 9)п!п:\;':й2з!п.-:т\ 
" )>т\;т) 

:Р

3десь унтено, что 0 < т/6' поскольку без огранинения общности мо}кно

считать !\{ > 3, а так)ке убьтвание функшии '''' ", |0:т16].а
А 9тверждение дока3ано. .

.[,алее рассмотрим задачу на собственнь!е 3начения оператора ,4:

!оттт1! * !с2л2,ц * \у;1 :0, с1! € Фн,

9а5 :0, по! € 1п'

1еорема 3'2. €обстпвеннь[е 3ноченця ш собспвенньсе фцнкцшш опера-
гпора А шмеюп вц0:

\ь: \ь,ь': }:,ь' * \э'ь",

рь : рь,ь,(о ;э) : рт'ь'(от,') рэ'ь"('э]);

. 4 'тЁ1Б1 |т . -ь -
):.д, : 

ф 
ви' '#| Рт.ь,(су,) : 

'| 
;з;п 

ч|; 1 : 0, 1, . . . , 1{:;

. 4 "тЁэ]ъэ Р . т*этэ;
\2.к, : 

цз|п" Ё, !:э'к,(с2.') :'/ Бв!п-,з: , : 0' 1''..' ф:

!ст : 1,2,..., Рт _ |; Ёэ : 7,2,..., ш2 _ 1.

! Аока3ательство. Аостаточно одставить ука3аннь|е функшии в урав-
нение задачи на собственнь1е 3начения оператора Аиун сть вь|рах(ения для
собственнь:х значений и собственнь:х функший одномерного оператора ,4(1),

полученнь!е в лемме 3.3.

А }твер)кдение дока3ано.
€ледствие. €обсгпвенньсе функцшш !лр опе|а/пора А образцюп орпо-

нормшрованньой базцс в проспранспве 1{ (см. лемму 3.4).

1еорема 3.3 (Фценка спектра оператора А).

9944
Р'*в(Аг<т?*т'

7 Аоказательство. 9читьтвая утверждение леммь| .5'

?т : }*;,(,+) : ):т : $,";,'+ - #',''! , 3,* &,

т: : ).*(А) : )ц_тщ_: : $'"'"'+ - +,'"'! . #* #,

А 9твеР>кдение дока3ано.
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3.!.2 !}1одельная 3адача и ее свойства

!у1'одельной задачей Аалее буАем на3ь|вать частньлй слунай залани (3.1)

в квадрате с : {0 1 [1,02 < 1}, на сетке !)1 с шагами йт : |ъэ: 7: ||]'{:

9;_т) -2у;) + у'-, -!,}_т -2!;! * у;1-:у _ 
-{-..п'? 

---___тт---'!!)'

у10 : у|]'{ : 9о3 : !х1 : 0;'[,,! : |,2,'.'' !\[ - |.

Ёа этом примере хорошо виднь| следующие характернь|е особенности си_
стем уравнений, возникающих при апцроксимации многомернь|х 3адач ма-
тематической физики.

1) 8ьлсокий порядок матриць|. ||орядок системь! (3.2) совпадает с коли-
чеством внутренних узлов сетки |,)1, и !авен (1/ _ 1)' Б частности, когда
11]аг сетки }, равен характерному 3начению 0,01, порядок _ почти 10000.

2) (ильная ра3ре)кенность матриць1. 1(а>кдое уравнение системь: (3.2)
содержит не более пяти отличнь1х от нуля коэффициентов. 1ем самь1м от-
но11]ение числа ненулевь!х элементов матриць1 системь1 к обшему числу ее
элементов не превосходит 5||'{ - |)' : о(п').

3) Больтпой разброс собственньтх значений.

Ё:^/]: )-;.(А) "т!ъ<: ;: 
^*(А) 

: |в'т : ()(п")'

3амечанце.8еличина ]!,4!!!!,4_']!' для системьт (3.2) равная 6_1 : о(м'),
на3ь1вается числом обусловленности. |1ри больгших числах обусловленности
системь1 назь!вают плохо обусловленнь1ми, и' как буАет показано далее'
явнь1е итерационнь|е методь1 решения таких систем сходятся медленно.

3.2 Фценки скорости сходимости стационарнь[х
итерационнь!х методов

3.2.! €корость сходимости итерационного метода

БуАем рассматривать систему линейньтх алгебраинеских уравнений

(3 2)

Ау: |, (3.3)

где д _ квадратная невь1ро)кденная матрица порядка тп' у - искомьтй
вектор ра3мерности пъ, | _ заданньлй вектор той х<е размерности.

Фстановимся сначала на общей характеристике понятия итерационно-
го метода. 8 любом итерационном методе ре1цения уравнения (3.3) исхо-
дят и3 некоторого начального прибли>кения }6 и после.(овательно определя-
ют прибли>кеннь|е ре1]]енАА !т,!э,. . . ,!п,!п+1 . . ., где п _ номер итерации.
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|1рибли>кени€ }2.:1 вь1!3211ается чере3 известнь1е предь!дущие приблих(ения

по рекуррентной форму|ё !п+1 : Р'+т(!о,!1,...,!,), где Рп+1' - некото-

рая функция, в общем случае 3ависящая от матриць1 А, правой части | и

номера итерации п.

Фпределение. итерационнь|й метод на3ь1вается Ё - тдаг овьт м (мет одом !с'

го порядка), если ка)кдое последующее пРибли)кение 3ависит ли1пь от и

предь!дущих' то есть !п+т: Р,+;(!,-ь!т,!п_Ё+2; "' ,!').

3амечанше. Ёа практике в основном исполь3уются одно!]!аговь!е или

двух|лаговь1е итерационнь|е методь|.

@пределение. йтерашионнь!й метод на3ь!вается линейнь1м, если функ-
ц.ия Р'+т линейная.

Фпределение. 14терационнь|й метод на3ь|вается стационарнь|м' если

функшия Р'+т не зависит от номера итерации п.

Рассмотрим общий вид линейного одно1цагового итерационного метода:

!п+7 : 3'4!' * 9п+:'] п : 0, 1,... ;

гАе й+т _ матриць! порядка Ф, Рп+1 - векторь] ра3мерности гп. встествен-

но потребовать, чтобь] точное ре11]ение у: А-1| уравнения (3'3) являлось

неподви)кной точкой итерационного процесса' то есть при всех г, : 0,1,...
вь1полнялось равенство

А_'! : 1,+:'А_\| | 9,+т ё {|п+т: (А_' - 5,*'А-')[.

Фбозначим €'+т : А-| _ 5'11А_1, тогда 5п+1 : Б _ €'1:А' а уравнение
итерационного метода примет вид

!]п+7 : (Б - с"#А)!' ! 6,+т!.

|1редполагая существование матриць| обратной ( €,+:'' перепищем уравне-
ние в виде

€'}'(у^*', - у") | Ау" : ['

.[,ля дальнейшего исследования метода удобно ввести числовь|е 1'1терацион-

нь!е параметрБ! 12:-1 > 0 и матри(ь| 6211 : т,+т€,}:'' 1огда требование су-

ществования матРиць! 6], равносильно существованию обратной матриць1

1\ Б,+т.|1риходим к так на3ь!ваемой канонической форме 3алиеи итераци-

онного метода.
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Фпределение, [{аноническим видом одношагового итерационного мето-
да ре11]ения системь| (3.3) назьгвается его 3апись в форме

Б,*'ф * Ау': !; п:0, 1, . . . . (3.4)
1п+1

Фпределение' Бсли Бп+:. - единичнь1е матриць1 (Б'+т: Ё), то итера-
ционнь;й метод (3.4) на3ь|вается явнь]м, в противном случае _ неявнь1м.

Фпределени е' €т ацион арн61м одно1паРовь1 м итерацион нь1м методом ре-
шения системь! (3.3) назь:вается метод вида

'щ+*Ау,: !; п:0,1'...] (3 5)

где 6 и т не 3ависят от номера итеРации п.

Решение 9 системь1 (3.3) и последовательнь1е прибли)кения уп мо)кно

рассматривать как элементь1 линейного конечномерного пространства ;1,
а матриць1 А и Б _ как линейнь1е операторь1, действующие в }1. Булем
предполагать, что в }1 определень1 скалярное произведение (у,о) и норма

|у|: |@Б
3амецанше. Ё{апомним, что неравенство ,4 > 0 _ поло)кительная оп_

редеденность матриць| означает, нто (Ао,0) > 0 при всех о € Ё,1) + 0.
14з неравенства А > 0 следует существованиечисла 6 > 0 такого' что
(Ао,о) >- 6|,|1'. }1атринное неравенство А> в означает, что матрица,4_6
поло)кительно определена.

Фпределение. 14терационньтй метод (3.5) сходится, если 1|у" - у|1 -+ о
при г} -+ оо.

1еорема 3.4 (А.А.€амарского). 1успь Ат: А>0, т >0 ш Б '!д27ое0а шгперацшонньсй мепо0 (3.5) схо0шпся.

? .(ока3ательств0. Рассмотрим погре11]ность 2п: !п- у на п - ой
итерации' удовлетворяют:{}ю однор0дному уравнению

в'' -'' |Аэ':0; п:0,1,..', 20:у0-у.
т

14з этого уравнения с учетом положительной определенности матрицьл Б,
а, следовательно, и существования обратной матриць| Ё-1, находим

2п!1 : \Б - тБ_| А)э'; Аэ','1 : (А - тАБ_| А)э'.

}чить:вая симметричность матриць1,4' полуним

(А.'*:',2п+т) : (Аэ,, а') - т(АБ_1 Аа',7,) - т(Аа^, Б_| Аэ')+
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+т2(Ав_1 Аэ,. Б_1 Аа,,) :
: (Аэ', э,) - 2т((Б - 0,бтА)Б-1Аэ,, Б-1Аэ') '

Фтсюда, поскольку Б _0,5тА > 0, имеем

0 ( о'+т : (А2'+т,:'+т) ( (Аа',э'): а',

то есть числовая последовательность 0п не во3растает и ограничена сни3у'
а значит, сходится. Аалее, учить|вая, что

((в - 0,5т А) Б_| Аа', Б_1 Аэ,) > 6||Б_1 Аа,||2,

приходим к неравенству

@п\| - а, * 2т6||Б_| Аэ,||2 4 0,

откуда' переходя к пределу лри п -+ оо' получим что

]!гп |'ш'|| :0, где ш,= Б_\Аа..
п+ф'

8 силу существования о6ратной матриць| ,4-1 имеем

э': А_1Бэл,+ |2,|| < !1А_'в!!!!'"!! + 11гп ]|а"|| :0.
п+х

А }твер)кдение дока3ано.
3амецанше. |1ри практинеском исполь3оьании итерационнь!х методов ва_

)кен не только факт сходимости, но и скорость, с которой приближенное

решение сходится к точному.

@пределение. Атера ионнь:й метод сходптся со скоростью геометр|4че-

ской прогресси|| со 3наменателем 4 с (0; 1), если 1|у" - у]| ( с"! уо _ у!!.

3амечанше. |1усть е > 0. }меньшение погре1цности в ||с раз 0значает'
нто ||9" - у!! < с|1уо - у||. Аля этого достаточно вь1полнения неравенства

1п(1/е)п2 поЁ): +'' / '"0\_' 1п|1|ф'

равносильного неравенству 9" ( с.

Фпределение. 1-1елая часть числа п1(с) назьтвается минимальнь!м ч'1с-

лом итераций' необходпмь!м для достих<ен|4я заданной точност|4 €.

Фпределение. Бьграх<ение |п(||ф на3ь|вается скоростью сходимости
итерационного метода.

3омечанце. €корость сходимости определяется исключительно свой-
ствами матриць| перехода 3 : о - тБ-1А и не зависит ни от номера
итерации п, ни от вьтбора начального прибли>кения !9, ни от задаваемой
точности €.
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3.2.2 [1равила действий с матричнь|ми неравенствами

.]]емма 3.6. Ёслтл А _ вещеспвенная сцммепршчная мопршца (по
еспь Ат : А), по с!щес/пвуе!п ор/поаональная мапршца @ (по еспь
о' : о_') пакая' цшо А: от^о, е0е 1у:6!а9|)1,}:,...,)-] - 0шаео-
нольноя ма/прццо, на елавной 0шаеоналш копорой нохо0яшся со6сгпвен-
нь[е 3наченшя мапршцьс А'

(.(оказательство см.' например' в кни}е [5]).

/]емма 3.7 . Бслш Ат : А, /по неровенстпво А > 0 (А > 0) эквшваленпно
нео/прццапельноспш (полоэюшгпельноспт.о) всех ее собспвенньсх знаценшй.

?.(ока3ательство.
1) |1усть Арь: \т"рт'; Ё: |,2,...,гп. |1редполагая, нто А) 0, полуним

0 { (.4рь, рк) : \ь(рь,!ль) + \к ) 0.

2) |[редполагая' что \ь2 0,в силу леммь| 3.6 полуним для любого о с Ё

(Ао,о) : (от 
^оо,о) 

: (|'@о,оФ :*,хрш| 2 0, где ш : @о.
&:1

А 9твер)кдение дока3ано.
/]емма 3,8. Ёслш Ат : А> 0, по с!щесшвуеш,4_1 > 0.

7 Аока3ательство. €огласно лемме 3.7 все собственнь:е знанения )д
матриць| А поло>кительнь|, следовательно, ёе!'А| 0 и существует матрица
-4_1, поло>кительность которой следует из поло)кительности всех ее соб_
ственньтх значений \;' (др* : \ьРь 

' 
А-' р' : \ь1 рь).

А }твер)кдение дока3ано.
/1емма 3,9. !ля сшммепрцчной машршцьс А ц любоео чшсла р > 0

ма/прцчнь[е неравенсшво _р6 { А{ рБ ш А2 < р2Б эквшвален!т[нь!.

! .(ока3ательство. |1усть )д - собственнь]е 3начения матриць1 А.Рас-
смотрим матрицу Б : РБ - А, где Бт : Б > 0' в силу леммьт 3.7
последнее неравенство равносильно неотрицательности собственньтх зна-
нений 6р )7, мат!и1{ь1 6' отсюда }ь { р. Аналогично пока3ь1ва-
ется, что \у, }- _Р.1ем самьлм неравенства _рБ { А { рБ , \?' { р,
равносильньт. |1оскольку \| являются собственньлми чиелами матрицьт А2
(Арь: \ьрь + А'р': \2'рр), рассматривая матрицу € : р2Б - А2, соб-
ственнь1е 3начения которой р' _ \2ь ) 0, приходим к равносильному нера_
венству А' < р'Б.
А }твер)кдение доказано.
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/1емма 3.1Ф. Ёслш Ат : А > 0 (А > 0), по сущеспвуеп мапршца Б
пакая, чпо Б2: А, Бт : в >0 (в > 0).

7 !ока3ательство. |1усть )д _ собственнь!е числа матриць| А, Ё :
\,2,...,гп. €огласно леммам 3.6' 3.7 существует матрица @ такая, нто
А : от 

^о, 
0" : Ф_', где А : 61а9[.\1, \2,'',,)-], )ь ) 0. Фпределим мат-

рицу 1у1|э как /\||2: 61ав[.,/Б, 
'/Бэ.. 

./м 1огда матри|1А Б: от^||2о
обладает свойствами, ука3аннь!ми в формулировке леммь1:

в2 - от 
^||2оо'^'|'о 

: о'ьо : д;

в" : (Ф" \'|'о), : о, (о, ь'|'), : цт !т1|2ц : 3.

(Бо, о) : 11х|12 @о, оФ : *, '/й'? ) 
0 \ о€ Ё' где ш : Фо.

Ё=1'

А }твер)кдение дока3ано.

Фпределение. ;!1атрица 8 из утвер>кдения предь'дущей леммь1 на3ь1ва-

ется квадратнь!м корнем матриць| А (Ат : А > 0) и обознан ается А1|2.

3амечанше. |сли Б : А1|2 (,4 > 0), то (А_т1т|э : Б'1, поскольку

(в_:1э,: в_1в_1вв: Б + (в_т1э: А-|;

@_т1т' : (в \т вт : @в_т1т : Б + (в_т1т : Б_|.

1о есть, если А > 0, то существует (А_т1:'1э: (лт|э1-т' &1атрица (А_т1т12
обозначается как А_1|2.

.)1емма 3.11. 1успь Ат : А ш € - невьсроэю0енная мапршца. 7ое0а
неравенспва А>0 (А>0) н стАс >0 @тАс >0) эквшваленпнь[.

? Аока3ательство.
1) Бсли А> 0, для любого ц € [{ имеем (€тА€о,о): (А€о,€о) 2 0'

так как €ц с Ё.3начит от Ао > 0.

2) |!усть теперь стАс 2 0. |ак как €_| существует, любой элемент
о € [{ можно представить в виде ц : €ш' гА€ ш : €_|ц. 1огда (Ао,о) :
(А€ш,€ш) : (€т А€ш,ш) > 0, то есть А }. 0.

А 9твер)кдение дока3ано.

.}1емма 3.12. !7успь Ат : А, Бт : Б ц € _ невьт.роэю0енная мапршца.
7ое0а неравенспва А> в (А> в) ш стАс > ствс (|тАо > отво)
эквцваленпнь!.
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7 Аока3ательство. €огласно лемме 3.11

А_в20 + о'(А-в)с>0 ё стАо>-отво.

А }твеР>кдение дока3ано.
.}1емма 3.13. |1успь Ат: А>0, а ш ! _ прошзвольнь|е вещес/пвенные

цшсла. [оа0а неравенспва аА) !Б ц аБ 2 |1А_1 эквшвален!т!.ны.

! Аока3ательство. €огласно лейме 3.10 сушествуют матрицьт А\|2:
(лт|э1т > 0, А_\|2 : (А_||\т > 0. 14спользуя лемму 3.12, полуним

аА2 0Б + аА_||2АА_т|э 2 рд_:|2БА_1|2 ё

' ,д-т|эд:'|эдт|эд-т|э >- рА_' ё аБ> рА_'.

А 9твер)кдение дока3ано.
.}1емма 3.!4, 11успь Ат : А > о, вт : в > 0, а ш ! _ прошзволь-

нь!.е вещес/пвенно|,е чшсла. ?ое6а неравенспва аА 2 0Б ш аБ_| >- рА_'
эквшволенпнь!.

! Аока3ательство. 14спользуя леммь! 3.12, 3.13' получим

аА) 0Б + ав_1|2АБ_т|у, 0Б +
ё аБ>- р(в_1|2Ав_1|\_1 э аБ2 р3т|эд_т3т|л 9.

+ оБ_1|2Бв_1|2 > рА_1 + ав_\ 2 рА_1.

А }твер)кдение доказано.
3амечанше. }твер>кдения, аналогичнь1е дока3аннь1м в этом пункте' спра-

ведливь1 для линейнь:х операторов, действуюших в евклидовом простран-
стве Ё. |1ри этом лод €т следует понимать 0ператор, сопря)кеннь|й опера-

тору 6.

3.2.3 Фценки скорости сходимости в случае
симметричнь1х матриц Ап Б

|!усть, как и ранее' у _ точное решение 3адачи (3.3)' а 9' - лРи-
бли>кенное ре11]ение, полученное в результате реали3ации итерационного
метода (3.5). Рассмотрим погре1]]ность 7п: 9' _ у на п-ой итерации' удо-
влетворяющую однородному уравнению

в2'*т_ ап *Аэ':0; п:0, 1,...] 20:у0_у;
т

откуда получим

' ._(' с-г_тБ-\А.юп+\-р.п19_-
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Фпределение. |1усть Ат : А > 0, тогда энергетической (операторной)

нормой в пространстве 1{ назьтвается функционал ||9|]; : \/@3)
3амечанше. ||у|| д : у\тРутРл : ||А1 

|2у||.

/1емма 3.15. !1успь Ат : А > 0, вт : в > 0, р > 0 - вещестпвенное

цшсло, пое0а неравенспво

1-рв<.4<|+рв
тт

необхо0шмьо ш 0оспотпочньо 0ля гпоео, ппобьс прш лю6ьлх э9 € Ё 0ля по-

ер е 11/но с /пц выполнял а сь о це нко

!!.,*'!!д { р|'А|д, п : 0. ],.'. .

7 Аоказательство. Фбозначи! 0п : А7|2а,, тогда

0п!| : А||2 э'+:' : А1|2 5 а' : дт|э 5 д_т1',' : ],,,

где,3: Б-т€,о : А!|2в_\А1|2,от : с > 0. }читьтвая леммь|, доказаннь1е
в предь!дущем пункте' получим

!|э'+:.| д { р||э,|!д <+ ]!о'+т !! { р1 о"!! е (32о,,,') { р2(,',о,) ё
<+ 52< р2Б ё -рБ{5{рБ ''-''<с<'!-'' 'гт

1 ^ , -|\р^_'* ' Р(-_1 < 
'! \,\-(' 

-

' '}-'-|2вА_1'|2* , 
= 

|! р д_ттэ3А-1/2 +
1-^ 1-уа

ё '_'в4дт|э541 12 <'''в'

А }тв.''1."ние д'.'.'"'. '
/1емма 3.16. |!рш цсловцях леммь[ 3.!5 справе0лшва оценка

|',_' |в ( р!!.,!|в, п : 0' 1,...

? Аока3ательство. Фбозначив о': Б||22', п0лучим, что ?'п+1 :1,',
где ^9: Б -т€, € : 3_т1эд,_т|э. [алее аналогично предь|дущему дока3а-
тельству

1_п 1+р- 
^!!.,-'!!'(р!:'!, ё }Б<с<, ь е

1 ^ 1-ул
э' - Р вт|э53т|э < -4 < 

! -т у в1|2Ёв1|2.тт
А 9твеР>кдение дока 3ано.
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1еорема 3.5. 1успь Ат : А > 0, вт
е0е 1, 12 _ вещеспвенные чшсла пак11е,

' : 2||т' + 12) шперацшонньсй мепо0 (3'5)
справеалшвь! оценкш

!1'"!!д ( р"|\'о|д; 1!'"!!в { р"||а9||3; п:
1-Ё

е0е р: #' с: _д-г! 12

! Аока3ательство. 8 неравенстве\Б < д < 12в лолох<им

[1 -
" 2 1:-1:€ ] - 

-:
1у | 1э 1т *'уу

1огда неравенство примет вид

|-рв<.4<'*,в'
тт

€огласно леммам 3.15, 3.16 неравенство равносильно оценкам погре1пности

|!'"*'|д { р!]."|!д; ]|."*'']!, { р||""||в; п: 0,7,. . .

А }твер)кдение дока3ано.
3омечанше. 1{ак у>ке отмечалось' матриць! А и Б иногда улобно рассмат-

ривать как линейнь1е операторьт, действующие в линейном конечномерном
пространстве Ё. 8 этом случае требования Ат : А> 0, вт : в > 0 озна_
чают самосопрях(енность и положительную определенность операторов А и
6, то есть А* : А> 0, в- : Б > 0.

3амецанце. |1редполагая, что Ат : А > 0, Бт : в > 0' рассмотрим
обобшенную 3адачу на собственнь1е значения Ар : \Б р, равносильную 3а-
даче поиска собственньтх значений и собственньтх функций матрицьт 6_1А.
9равнение задачи мо}кно переписать в виде

(в_т|эд3_т/\@'|'р) : ),(Б'|2р) ё ср: 
^р.

3десь 6 : в_||2Ав '|,, р: 3т|2р. [7оскольку (т - с > 0, приходим к
вь1воду' что все собственньте значения )д мат!и|{ь| 6, они >ке собственньле
3начения матриць! Б_|А, действительнь| и поло)кительньт. |4з утвер>кдений,
дока3аннь1х в предь|дущем пункте, следует' что

?т3 ( _4 ( ?:6 <+ тп < в_||2Ав_1|2 ( тэ6 <+

<+ ?т ( )ь ( 7:; Ё : !,2,. .. ,Ф.

Фтсюда вь1текает' что 71 : 
^*|.(в_1,4), 

7э: \^'*(Б-|А) _ наи6олее точнь1е
постояннь1е' с которь|ми вь|полняются неравенства ?тв < А{^уэР'

-в>0,^1.в(,4(т:3,
нпо }2 ) 7т > 0. 7ое0а прн
схо0цшся ш 0ля поарешноспш

1,2,' , '\

\!р
т

1-р
т

1-( . 1т. . \-1+с '!у
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Фпределение. Фптимальнь1м итер ационнь|м п араметром метода (3.5) на-

зь1вается число

2

': л*"(в_ц)+ д*(в_',ц)

3амецанше. Фптимальньлй итерационньтй параметр миними3ирует вели-
чину р на мно)кестве всех полох(ительнь1х'111'12, удовлетворяющих усл0виям
?т3 ( А {^уэБ'

Фпределение. .&1етодом простой итерации ре11]ения системь1 (3.3) назьт-

вается итерационнь1й метод (3.5) при Б: Б' то есть метод

!!п+1 - !п
т

€ледствие. !!устпь Ат : А > 0, )-и(,4) ш \^*(А) - соопвепспвенно
мцншмальное ш максшмальное собспвеннь!е 3наценшя мапршць[ А. |ое0а
0ля метпо0а проспьой шпероцшш прн

2' }-;"(А)+ )."*(А)

спрове0лшва оценка поерешноспш

1-г } /д\
!!а! < р'||ц|, п:1,2,..': е0е р:'й,€ : ;й

3амечонше. Б слунае плохо обусловленной матриць1 величина ( мала.
1огда скорость сходимости

1'1 :1'1 +6 
- т'(з-+ 2€ \ =:др 1-с \ 1-€7

также мала, а число итераций' необходимое для дости}кения заданной точ-
ности 6'

|л(1|с\ 1п(17с) /1\
п9(с) : 

й= -{:, (с/'

велико. 3то означает медленную сходимость метода простой итерации'
}скорить сходимость мо)кно следующими способами.

1. 3а счет исп0ль3ования неявнь1х методов (в + п) при условии, что

^*1'(в 
1А) _ )-и(1)

,\-*(.в-А) ' л*р1
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3амечанне' €корость сходимости максимальна, если вьлбрать Б : А.
|огда р: 0 при ?т : )-ь(6_тА) : )-*(в_1А) : ^!э: |, т :1 и метод

дает т0чное ре1шение уравнения Ау: | на первой )ке итерации, посколь-
ку А(ут _ уо) + Ауо: |. Фднако для вь|числения !1 необходимо обратить
матрицу ,4, что равносильно нах0)кдению точного ре1пения у : А_1 |.

2. ['ля умень1пения общего числа итераций мох<но исполь3овать пере_

менньтй итерационньтй параметр [ : |', зависящий от номера итерации.

3. |1рименяется так)ке комбинация.первь1х двух способов.

3.3 [1рименение стандартнь!х итерационнь!х
методов

3.3.1 .&1етод Ако6и

Ёапомним, что для системь! линейньтх алгебраинеских уравнений Ау:

/ метол Ако6и имеет вид [у' * |у'+т -{ Ру, : /. 3десь матрица А пред-

ставляется в виде суммь| А: [,+ о + -& левой треугольной, диагональной
и правой треугольной матриц' п - номер итерации.

|1ока>кем, как применяется итерационнь:й метод [коби к модельной за-

лане (3.2), свойства которой обсу;кдались в пункте 3.1.2,

!а_:'' -2уц *у;+т] , !,]_1 - 2у;) | у,)_т ! .- н, :-']])'
ь2

у10 : у||,[ : 9о! : 9м1 : 0; |,! : |,2,.'',Б _ 1; [,п[: 1.

Реализация метода Акоби для этой 3адачи имеет вид

(п)

у}-\; ' у!/7!, _ 2уу:'" + у::|
- ---- п, __) : -!;.;.у;;_" |.^ 

: 0.- эу''?*') + у',1\

3амечанше. .[,ля проведения расчетов нет необходимости вь1пись|вать

матрицу А в явном виде и хранить ее в памяти компьютера' поскольку
приблих<енное ре1шение на новой итерации находится явнь1м образом

(п!!) |, ,(': |2 
"н!]''' : 

'0' ': 
| у;-тз * у;) -: * !,.;_1'и: - 

' 
!;:.

3апитпем метод в каноническом виде (3.5). Фбозначая уп: {уР}!.':',
подставим в уравнение то)кдество !п+7 : 9' * (у'+т _ у,). |[олуним

!п+1_!п А ? п2
:-:::-:------- ! А-у' : ]' т : 

т.
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3десь .4 _ -А1, г\е А1!;5: (!т'"'!!о""');'] _ пятиточечнь|й ра3ностнь1й
оператор }7алласа. Ёапомним, что свойства ра3ностного оператора ,4 по-

дробно обсРкдались в пункте 3.1. 8 частности пока3ано, что А* : А> 0, а
минимальное и максимальное собственнь|е 3начения этого оператора

. 8 ,тА ..' 8 ,тА
тт : }**(А) : рэ\п'}, ,': )''*(А) : *соз" 1.

Фтсюда т: Б2 |4:210т+12),4 3начит метод 9коби является методом про-
стой итерации с оптимальнь|м итерационнь1м параметром. €огласно след-
ствию теоремьт 3.5 для погре1пности 2п:!п_ 9 справедлива оценка

!!:"!! ( р"|20!|. '..': |].1тч

1огда скорость сходимости

1'1:1,('-ё) *+,
р \ 1- чу

1: " т]ъЁ_:::|о2-,?'2

а число итераций, необходимое для дости)кения заданной тонности с,

2|п( | | е\
п9(с) = 

__-#: ()(п_').
т"п'

]4з последней оценки следует, что метод Ако6и, хотя и является наибо-
лее прость|м, сходится крайне медленно. Б настоящее время применяются
методь1, требуюшие о(ь_') и да)ке @(1п[_1) итераций для достих(ения той
же точности.

3.3.2 !}1етод 3ейделя

Ёапомним, что для системь| линейньтх алгебраинеских уравнений Ау:
/ метол 3ейделя имеет вид ],у'+т*|у,+т*Ру': /.3десь матрица А пред-
ставляется в виде суммь! А: | + о +Ё левой треугольной, диагональной
и правой треугольной матриц, п _ номер итерации.

Реализация метода 3ейделя для модельной задачи (3.2) имеет вид

у!:;}\ -уу|!-'\ +у!1\; -у!]_| -эу|-" _,у|, _ -,{' ,,!1-1)'
п2 п2 

- 

: -!;:' !|; '|', : 0'

3амецанце. {отя метод 3ейделя является неявнь1м, нахо)кдение значе_

ний на новой итерашии не представляет труда, поскольку сводится к обра-

щению треугольной матриць1. Бьтчисления мо}кно проводить в следующем
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о _ значения у(п+1)

. _ значения у(п).

Рис. 3.1' |!оследовательность вьлчислений

порядке и3менения индексов (см. рис.3.1): (1' 1), (1, 2), . . . , (1, ш _ 1)' (2' 1)'

(2,2), ...,(2,?'{ _ 1)' ..., (ш - 1,1), (ш _ 1,2), ..., (ш _ 1'/{ _ 1). 1огда

неизвестнь|ми в уравнениях булут лишь 3начения у9+|) ' Фстальнь:е значе-
ния с индексом (п+1) либо известнь| из граничньтх условий, либо окажутся
вь]численнь|ми ранее.

|1риведем метод к каноническому виду. [ля этого удобно сначала рас-
смотреть одномерньтй аналог метода

у!:;') -эу.|-') +у!1\ - _!;| уу*') _91;-,) :0.
п2

|1ерепигпем уравнение в виде

(п) ' у::;') -у!!)'_эу!"-" +эу!"\ !
- 

: _,! 
аэ

'т''1 ' ь2
(п) |, с,*т: (п)' \ , (п+э'\ (п)т

у!''|,;- 7(н!',|{'' 
_ у;:!) - ь'(у:"-'' 

_ у;"') : _!;'

8водя операторьт

д()у': -!пт,,1э д0)у':|н-,,; о':|,2,''.'ш_ |; уо:уш:0;

запищем метод в следующей форме

(#'-л(')) (и'*' - у') | д(\у': !.

Аналогично для модельной задач метод 3ейделя примет вид

'щ+ * Ау,: !, А: _[п, 8 : (#'+ ,?) , т : т;
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*1 _!
Ру;э : т(у', - 9т)а), л;) с ФА\ у1) |', : 0.-п

.&1ох<но показать (см., например' [2])' что число итераший, необходимое

для дости}кения заданной точности е, для метода 3ейделя

1п(1/с)
п9(е) ='+:о(п_')' т'п'

примерно в два раза мень1це, чем 1ля мет0да Акоби' однако скорость схо_

димости по-пре)кнему невь!сокая.

3.4 [1опеременно-треугольнь!й
итерационнь|и метод

3.4.1 Алгебраическая теория

Б пункте 3.3 стандартнь[е итерационнь|е методь| приводились к виду

3!п+|_!п * Ау': |,т

после чего исследовалась их сходимость. }1о>кно поступить более конструк-
тивно. А именно построить новьгй метод путем специального вьтбора опера-
тора 8,

.(алее будем предполагать, что оператор ,4 самосопря;кенньтй и поло)ки-
тельно определеннь:й, то есть А* : А > 0, или, что то х(е самое, матрица
системь! уравнений (3.3) Ау: / симметр|4чна || поло)кительно определена.
Бведем линейньтй оператоР Р, матрица которого имеет вид:

( '.:, |>!;
Р:[таэ1; т;э : 1 0,5а;;,'1: !, |'1 :\,2,...,Ф.

[ о' |<1;

1{атрица Ё является нижней треугольной матрицей, а транспонированная
по отношению к ней верхняя треугольная матрица Р! яьляется матришей

сопря}кенного к Р оператора ,1*. Фператор,4, представим в виде А: Р+Р*'
причем

0 < (Ао,0) : ((л * Р*)о,о) :2(Ро,о)1о е Ё, о #0 + Ё,в* > 0.

.[1,ля попеременно-треугольного итерационного метода оператор 3 опре-

деляется как прои3ведение

в:(Б+шР)(Б!шР),
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где -8 _ единичнь1й оператор, а Ф > 0 _ числовой параметр. 1акой вь:бор
оператора 8 обусловлен следующими обстоятельствами.

1) |,1спользуя промежуточное 3начение !п+т1э, г\е

ре|цение на новой итерации легко находится в два этапа:

(Б + Фл")у"+т|2: Рп _ система с верхней треугольной матрицей;

(Р + шР)у"*:': !п+1|2 _ система с ни}кней треугольной матрицей.

3амечанше. Фтсюда название метода.

2) |1оскольку Б* : в > 0, так как

Б: Б +цА*о2п*п + Б*: Б,
(Бо,о) : ((д + оР)о,(Б + оР)о) + 3 > 0,

мо}кно исполь3овать полученнь[е ранее оценки сходимости.

.}|емма 3.17. |!успь сцщеспву!о/п полоэюш/пельнь|е пос/поянньсе 6 ш \
пакше, цпо вь|полнень[ операпорные неравенспва А > 6Б' 4л-л < 

^,4.7ое0а 0ля опера/поров А: Р,+Р* ш Б(о) : (Б+,'п-)(Б+Фп) справе0лшвьь
неравенспва

^утБ { А( 7:6, е0е 11: ('- * '- +) 
_' 

, ,, : ].---/! 
\6 -'4) 1]2 2о'

! Аока3ательство.

Б(о) : Б +ыА+о2Р-п* (1*, * #) д'-\а 4 /
в(') _ в(-') :2шА + в(ш) ) 2тлА, поскольку Б(_ш) >- 0.

А }твер)кдение доказано.
3амечанше.1ем самь:м пока3ано' что нахождение постояннь\х.|1 и 12

сводится к нахо}кдению постояннь|х 6 и А'. |1ри вьтполнении неравенств
А>-6л,4^в--в < А'Адля прои3вольного о сн' о{ 0 имеем

6 !!, {!' < (Ао, о) : чц : *!\,' ,!' . А|| по||' ||о||'

тБт__@т= и"о
4(Р- Ро,')1!'!!' - А,(Ао,') !!'!!'

|э



Фтсюда следует, что 6 ( А. Б качестве константьт 6 мо>кно взять мини-

мальное собственное 3начение }*и(А) оператора -4. 1ак>ке отметим, что'

поскольку (Ао,о) < 
^!!'|!', 

вь1полняется неравенство А ) ).^*(А), где

^-.*(А) 
_ максимальное собственное значение оператора -4.

1еорема 3.6. |1ре0поло?юшм, цпо А : Р * Р* ш сущес/пвцюп поло-

э|сцпел0нь!е поспояннё!е 6 ш \\, прц ко/порь!х вь!,полнень[ неравенспва
А> 6в,4л-л < БА. 17усгпь

2266-6,а)::.- _ 
|тБ' ' ]1+ 1э''"" '' - 2(|+ \/€)' '' 4|€' ъ 

^'
7ое0а попеременно-преуеолоньсй шперацшонньсй мешо0 схо0шгпся ш 0ля

еео поере[цноспш справе0лшво оценко

|-\/с
||у" - у||д ( р'!!уо - у||д. е0е р: пй

? Аока3ательство. €огласно теореме 3.5 для вь!полнения требуемой

оценки погрешности с константой

] _ п тт(ш)
р(о) : 1ц,, 0\о) : й

достаточно полох{ить т:2|(ут+?2). вь'берем параметр ш > 0 так, чтобь:

миними3ировать р(ш). Аля этого достаточно найти значение Ф : Ф9, л|и
котором функция ц_'(') достигает минимума. 6огласно лемме 3.17

' з,(ы\ 1' /| о2А\ \ |/ 1 шА\
ц_'(а):'':-!: ^ { =+о+; ! :--_!---|-

?т(ш]-:ш\6 
* 4) 2 2\а6 4)

\ |(1 6^\' т |ь:'+'\п_ , )-'ут'
откуда находим точку миним}ма {:)9 :2|\/6^' |1одставляя это 3начение в

вь]рах(ения для 71 и ^|2' пол|\{им

'/тБ Б Б

ээ(цо): ;: }, 'л" 
€: й € (0:1]:

]т 2\/с / \ |-ц э Б
ц(оо) : +: #*: р(о,0) : й: й € .0:1)

А }твеР>кдение доказано.
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3.4.2 [1рименение к модельной 3адаче

Фбсулим применение попеременно-треугольного итерационного метода
к модельной задаче (3.2)

_\ь9о1 : !а1, п;1 1 шп, !!.,,: 0 ('1',! : |,2,...,л - 1,; Б!х{ : 1,).

1(ак и ранее, булем рассматривать опёратор А: _[ь этой разностной за-

дачи, действующий в пространстве Ё: {у(по;);$6; €97,9!^. :0} со ска-
лярнь1м прои3ведением

ш_1

(у,,):|нцо;1п'.
|,!::.

Ёапомним, что, как пока3ано в пункте 3.\.|, А* : А> 0.

Аля того нтобь: применить попеременно_треугольньлй итерашионньтй ме-
тод, необходимо представить оператор в виде А: Р+Р*, где -Р _ оператор
с ни;кней треугольной матрицей, и найти константь! 6, А, определяющие
параметрь! метода.

|1редставим оператор А в виде

1 1.
Ау;: : 

7 0т, * у'");1 - 7,(!,, + у",1 
'' 

.

1огда, вводя операторь1

1]
Ру;э : 

7{н', + !т");; '(/у;;: -Бш', * !,,);), у;) € шд; у|.,' : 0;

получим' что А: п+(-|' где Ри 7 - операторь| с ни)кней треугольной
и верхней треугольной матрицей соответственно (например, при введении
сплотпной нумерации у3лов сетки !,)7, в естественном порядке по столбцам
или ло строкам).

.)]емма 3.18 (и : л-). Фперашор [] являепся сопряэюеннь!.м к опера-
пору Р.

! .[,о ка3ател ьств о. }читьлвая то)кдество

|@-,!п: -|(н,")1А, где у0: ум - о0: ?:ш: 0,
,!.:1 1,:1

доказанное в лемме 3.1, полуним для прои3вольнь1х у,о € 1{

[-1 .,

(Ёу. о) : 

' 

; 
(ут' - ут,);) 0;;А2 :

',!:1
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: 
; Р 

ь7 {н,',) .э' - ;2п7 (н-,,) 
', 

ь :

, [-1 .д{-1 ., \1 1/_1

: _+ 

' 
п|0,',),1, - ;'п|@о);171: (у,(-|с).

!0 
-.7:1 !:1 ?:1 1=!

А }твер)кдение доказан0.
1ем самьтм искомое представление А: л+'ч* получено. Фсталось опре_

делить постояннь!е 6 и А. 1(ак у:ке отмечалось, в качестве константьт 6

мо)кно в3ять минимальное собственное значение оператора ,4' то есть

8 "т!!6: }-и(А) : }э\п'1
[{айдем А такое, нто

4л-.в < БА + 4(Р*Ру,у) 4 \\(Ау,ф + ц||пу||' < Б(ду, у).

Ранее показано (см. лемму 3.2), нто

|{ ш_1 л_1 л
(Ау, у):'' !2а,,с1й2+'' 91,.;1/ъ2.

|:\ !:\ |:1 !:1

€ другой сторонь!, и3 определения оператора Ё следует, нто

!!ау!!' : #7'-,+ у,,)?:й2 - # 
р'_] 

(н?,+ н?)'1ь' < }{нн, н).

Фтсюда

8 8 "тА
^: й > )**(А) : 

'соз'1.€огласно теореме 3.6 при вьтборе параметров метода

22
'::.г--.---\/6^' 1у \'уу'

6 6 , 6 .лтББ
^/\: 

ц| + !/с)' 
1э: 

'д' 
с : д 

: 5111- 7'
справедлива оценка погрешности с постоянной

^_ 1-]с - _1-я!п4 / тБ'\('_'4) *|-2тБ.р:;й:'-*й= ('-т/ ч- - 2 )'-
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Фтсюда минимальное число итераций, необходимое для достижения задан-
ной точности о,

1п(1/г) . |п0|с) 
-1п(1/е) :о(п_\.по\с) : Ё(Б = - 141- цц = э'п

3амечанше. Ёапомним, что для методов Ако6и и 3ейделя число итера-
ций при маль|х [ оценивалось как о(ь-'). 1о есть попеременно-треуголь-
ньтй итерационньтй метод обеспечивает на порядок более бьтструю сходи-
мость.

.[1,алее опишем алгоритм нахождения значений уу+1\ на новой итерации.
Ёапомним, что итерации проводятся в два этапа

(Б + шР-)у"+1|2: Рпэ

(Б+Фп)у"+1 :уп+||21

гА€ Рп : (в _ тА)у"| т/. 9нитьтвая определения операторов Ё и Ё*, в
индексной форме записи уравнения примут вид

!п-1/2\ Ф, '(п+||2\ (п\
!]:' _ 

т\!",*у',1;''' : 9)}'
(п-1\ Ф, '(п'1) ит1/2\!}: +7\!т:+уъ);') :!]:

{2

1

[2

1

Рис. 3.2. |1оследовательность вь:числений
(1 этап слева, 2 этап справа)

этапе ре1].1ается система уравнений

Ф / (п+1 /2\ | п-1 /2)\ * /.(п):р\9!+тэ"+!}э+т' ) 'с)
:0; '!,! :1,2,...,1й' - 1
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Ёа втором этапе _ система уравнений

|1оскольку при соответствуюшей сплоцшной нумерации узлов сетки !,)д

матриць1 обеих систем являются треугольнь|ми' ре|1]ения систем легко нахо-

дятся. Аля ре1]]ения первой системь! вь|числения можно проводить в следу-

ющем порядке изменения индексов (см. рис.3.2): (1/_т, л_1)'(ш-1 ,]'{ -2)'
. ..' (ш - 1, 1)' (]"| - 2,ш _ 1)' (]'{ _ 2, ]! - 2)'. . .' (ш - 2,1),.. ., (1, ш _ 1)'
(1,1/ _ 2)' ... ' (1,1). 1огла неи3вестнь1ми в уравнениях 6улут ли11]ь зна-

""""" у|*'|'). о.''',",,е 3начения с индексом (п+т|2) либо известньт из
граничнь|х условий, либо ока>кутся вь|численнь|ми ранее. .[,ля регшения вто_

рой системь1 вь|числения ведутся в обратном порядке и3менения индексов
(см. рис.3.2): (1,1), (1,2), ... , (1'л- 1)' (2,\), (2,2)' ... ,(2,л_ 1)' ... 

'
(ш - 1,1)' (ш - |,2)' .,. ' (1/ _ 1,ш _ 1).

3.4.3 [1опеременно_треугольнь[й метод с чебь||цевскими
итерационнь!ми параметрами

1(ак у>ке отмечалось, повь1сить скорость сходимости итерационного ме-

тода можно 3а счет использования переменного итерационного параметра

1 : 7',3ависящего от номера итерации. |1ри фиксированном нисле итераций

п, мо)кно ука3ать набор итерационнь1х параметров 7т, 12, ..., т', обеспенива_
юший наилуч1пую оценку скорости сходимости вне 3ависимости от вьгбора

начального прибли>кения.

.}1емма 3.19. Функцшя ?'(а) : сов(пагссова), е0е 2 _ комплексноя
переменная, п|ш п: \,2,. . . являепся мноаочленом с1т[епенц п с коэффш-

ц1!ен/пом 2"_1 прш э' ш шмее(п вещес/пвеннь!е нулш

(о! '1 \-__-\'" '|"-]- эо
21 :соз 

2, 
,|,: |121 ..,1!!.

7 .( о к а 3 а т е л ь с т в о. |1усть 0 : а,тссо5 э. Асходя из соотно11]ения

со5па: сов по * сов (п - 2)а:2со50 со8 (п - |)а - сов (п - 2),:
: 2э сов (п _ 1,)а _ сов (п - 2).,

по индукции с базисом

сов 1о : 20з, сов2а : 2.оэ2о - 1 : 2| э2 _ |
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получим первь1е два утверждения. найдем корни уравнения

со$(пагссо5?) :0 +агссоБ? -(2!-|)т с[0:т] +
2п

+ 1: \.2''..'п] 71:''"?,!.
А }твер)кдени е до ка3ано.

Фпределение. Функция 7,(э) назь[вает ся мног очленом 1е бьттлева.

3амечанше. Аля вещественнь]х , многочлен !"(т) : сов(п агссов л) опре-
делен при !а| { т. |1ри всех с многочлен }(г) мо>кно определить л||1 п:
|,2,. . .рекуррентной формулой !,л'(т) : эт!"(с) - ?"_'('),гле 76(г) : 1,

|т(т): о. 1(роме того' в силу верного для любого комплексного числа то}к-
дества

сов(п агссов 2) : 0,5 ((, - о7' _ 
4" * (' + 

^/ '' )")'
мо)кно ука3ать явное вь!ра)кение для !"(с) лри |т| >- |.

Аля дальнейп.:его наиболее ва)кнь|м является следующее свойство мно-
гочлена !"(о). (репи всех многочленов степени п со стар|']']им коэффици-
ентом равньтм 2,_\ величина _цц, !т'(г)| является минимальной (см.' на-

пример, [4]).

1еорема 3.7. [[цстпь А* : А> 0, в": в > 0,^т'в < А < уБ, е0е

1у} 1:'> 0. 7ое0а прш за0анном ццсле шперацшй п ш вьсборе

то 0Ё _ 1']:т
ть : тты. Ёд : сов #' Ё : |.2,. . . ,п: е0е

2 |-ц 1т
ф : -----]-' Р0: ;--:--' |] : -;^[у+1у ]+ц 1э

0ля мшншмальноео чшсла ш/перацшй п9(с), необхо0цмоео 0ля 0оспцэюенця
за0онной почнос/пц с, мегпо0а

'!ь+т_!тс 
|Ауу: !; Ё:0'1,... ,п_\]

1ь+:'

прш ]п&лых ц спрове0лшва пршблшэюенная оценка

1л(2|с\
пл(с\ х оЁ.\/ ,|
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? Аока3ательство. |1одробное дока3ательство этой теоремь1 мо)кно

найти, например, в книге [4], здесь л<е обсуАим его основную идею.

Рассмотрим уравнение для погрешнФ|"[А 2у: ук - у

в| |2:у1:-з + в-||2 Ав_1 12 в\|2 эк : 0'
[ь+|

домно}кенное на опеРатоР 8_туэ. Фб.ознаная 1лу: $1|22', получим

шь+| : (Б _ ту11€)плЁэ Ф0 : в||2ао; * : 0,|,...,п _ ||

где с : в_|12Ав_1/2 _ самосопряженнь1й оператор, удовлетворяющий
неравенствам ?т8 { € {^уэЁ. Фтсюда получим равенство

ш. : (Б - т"€)(Б _ т'_т€) . . . (Б - ц€)ш6 : Р"(€)шо.

3лесь Р"(6) _ операторньтй многочлен степени п. |!риходим к оценке

!!''!! ( |Р'(с)!!!!''!! < 
?Р'а:;, !&(')!!!'о!|' Р"(*) : Ё,' - ть|),

Ё=1

где 1 _ вещественная переменная. Фценка погрешности |1ц|1" : ||ш"|| булет

наилунгшей, если вь:брать параметрь| ть таким образом, нтобь:

|п!
у91|Р"(ъ)|: т11л^-т.ч |||ст 

_ ъ*;!
11<1<12 ]г*1 11\т\12 

|__ |

|1ри линейной замене переменнь|х, перевоАяшей отре3ок 7т ( | { ?: в от_

резок _1 { о ( 1, искомь:й многочлен дол)кен совпадать с многочленом
9ебьлш:ева ч,|,(п), нормированнь]м в соответствии с равенством &(0) : 1.

Фтсюда вь]текает, что нули т;1 многонлена Р,([) вь1ра)каются чере3 и3-

вестнь]е нули многочлена !'(т) и для погре11]ности справедлива оценка

!!:'!!в ( ч"|!ао||в.Бь:ра>кения для парамет|Фв ту и асимптотическая оценка

числа итераший п9(с), вь|текающая и3 конкретного вида {п, приведень| в

формулировке теоремь!.

А 9твер)кдение дока3ано.
3амечанце. Фценка числа итераций п1(с) не 3ависит от порядка, в кото_

ром применяются итерационнь1е параметрь| т}' однако этот порядок суще-
ственно влияет на вь|числительную устойнивость. |[ри практическом при-

менении данного метода исполь3уется специальньтй алгоритм построения

упорядоченного набора итерационнь!х параметров (см. [7])' обеспечиваю-

щий устойнивость вь[числений.
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Боспользуемся этой теоремой для оценки числа итераций п6(е) попере-
менно-треугольного метода с чебьттпевскими итерационнь|ми параметрами
для модельной задачи.8 этом случае

А: п'+ п*, в : (Б +ыР-)(Б |оР), ": +'
'/6^6 а - 6 " 8 "тй 8^тт: 

ц1-'|ф'^тэ: *' 
с:д'о: п?51п'т' ^: |}'

1аким образом,

2\/с 2з\п(тА 12)
' \ + \/с 1* з\п(тА|2)

и для числа итераций п9(е) справедлива лрибли)кенная оценка

по(с) =|1ц:о(п-'т'\2х/тА \ /

Б заключение приведем асимптотические (при А -+ 0) оценки мини-
мального числа итераший п9(е), необходимого для дости)кения заданной
точности €' для рассмотреннь!х итерационнь1х методов:

21
п9(е) э ". 1пт'п' €

11
п6(г) э 

- 
1пт'п' €

11
п9(е) = ! 1п

А1!|ь е

12
п9(с) = _ 1п -- - для |1]14.д!1 с чебь1шевскими параметрами.

2х/ т!о 6

3лесь аббревиатура птим является сокращеннь|м обозначением попере-
менно_тРеугольного итерационного метода.

3.5 }1терационнь|е методь! вариационного типа

3.5.1 Фдноплаговь|е итерационнь|е методь|
вариационного ту1па

Рассмотрим нестационарнь:й одношаговьтй итерационньтй метод ре1шения
системь1 (3.3) Ау - | ви\а

39п+1 -!!п*Ау':!;':0, 1,...,9ос|{. (36)
1п|\
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3десь невьтро)кденная матрица Б не завиеит от номера итерации ??, ре11]ение

у системь| (3.3) и последовательньте приближения уп рассматриваются как
элементь! линейного пространства Ё размерности тп' в котором определень|
скалярное прои3ведение (у,о) и норма |у! : ]@Б.

|[усть, как и ранее, 7п: !п - у - погре]'цность на п-ой итерации' удо_
влетворяющая уравнению

2п+1 : (Б _ т'дБ_| А)э,.

[1усть | _ некоторая матрица, удовлетворяющая условиям |т: | > 0.

БуАем вь:бирать итерационнь|е параметрь1 т?+1, миними3ирующие энергети-
ческую норму (см. пункт 3.2.3) погре!']]ности 1|э"+т| о.1акой способ постро-
ения итерационного процесса назь!вается локальной минимизацией,

Фбозначим Фп+1-: |\/2э,+т' тогда

|а,-т|о : |@',-', ''-) : (|1|2 а'_1, ||/2 э'_т) : !ш"_т !т.

и миними3 ация э н ер г етиче ской нор мь1 
|1 
э"+т!| о экви в а лент н а миними3 ации

нормь1 !ш"+т!.|1ерепигшем уравнение для погре|цности в следующей форме

о1|2э,+т: о||2(о - т'+1в_|А)о_1|2о||2а' +
ё Фп+1': (Б - т,4|7|2$_1Ао_\|2)ш, (* ?0,+т : (Б - т'у1€)ш,.

3десь 6 : рт|э3_тдо-1|2 - невь1ро}кденная матрица. €читая нто ш' | 0

(инане на п-ой итерации найдено точное реш.:ение), получим

|ш,+т]|2 : ((Б - т',д€)ш',(Б - т^д€)ш') :
: |ш'!2 + т]*'(€ш,,(ш,) _ 2т',4(€пл',ш,) :
: !!,"!!, * (€ш',сф (т:_1 

_ 
'',_,$#*) 

:

: 
! ш,!, - (с','с'1 ('.*, Ё#*)' _ ж#

Фтсюда вь1текает, что минимальное значение !!ш'+:]! достигается при

(€ш,.ш,)
!п+1: 

й 
гА€ гп+: ) 0' если 6 > 0'

8 дальнейгцем буАем предполагать условие 6 > 0 вьлполненнь!м. Фтметим,
что при таком вьлбор€ т211 в€|нФ равенство

(€ш,,ш,)2
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9нитьтвая, нто €ш' : |т|э 3_т д2п и шп : |||2 э,, получим

(|3_1 Аэ', э,)
7п+!: (|Б_| Аэ,, в_| Аэ')'

||ерепигшем уравнение итерационного метода (3.6) в виле

!]п+7 : !, - т,+тБ_1 (Ау, _ |) : у" - 171\1-)п.

3десь вектор о, : Б_1(Ау" - !) : Б_тг, назьтъается поправкой, а вектор
г': А9'_ ! : Аэ, _ невязкой на п-ой итерации. |1оскольку о,: Б_|Аэ,,
приходим к равенству

(3.7)

3то вьтра>кение по-пре)кнему содер)кит погрешность 2п, которую нель3я

вь1числить' поскольку неи3вестно точное ре1цение у задачи (3.3). Фпна-

ко за счет вьтбора матриць! | мо>кно вь!ра3ить 7'-р1 9€!03 значения оп и

г2' которь|е могут бьтть вь|числень1 на ка}кдой итерации. Ё{апример, если

Ат : А > 0, то мо)кно вьтбрать матрицу о : А. Б этом случае

(Ао". э,) (о,,Аэ') (а', г,)
,п-п - -/-1-----1

(Ао,' о,) (Ао',о') (Ао''о)'

1аким образом, путем вьтбора матриц Б и | мо}кно строить ра3личнь1е
одно1]]аговь|е итерационнь|е методь| вариационного типа. ,[,алее будем на_

3ь|вать такие методь| градиентнь1ми. |1римерьт градиентнь|х методов и пояс-

нение смь1сла их общего назва|1ия' буАут приведень1 в следующих пунктах.
3десь >ке буАем предполагать, что вь|бор матриць| | позволяет вь|числять
параметрь1 171| ЁА ка}кдой итерации.

!алее обсулим сходимость градиентнь1х методов. Фгранинимся так на-

зь!ваемь1м самосопря)кеннь1м случаем' когда матрица €т : € > 0. 1огда

существуют такие поло)кительнь!е постояннь!е ]1 и ]2, нто

утБ { € {1эБ, где 6: о1|2в_!Ао_т1э - р_т|э1рв_1А)о-||2.

Фтсюда получим, нто требование €т : 6 > 0 равносильно условиям

@в_1А)т : ов_1А; ?т| ( ов_1А 4пР, ?т > 0. (3.8)

БуАем снитать, что 1т и 1у _ минимальное и максимальное собственнь1е

3начения матриць| 6 соответственно. 3то наиболее точнь1е 3начения посто-
яннь1х 1т и 1э, при которь|х вь|полнень1 неравенства в (3.8).
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1еорема 3,8, [1усшь вь[полнень! !словця (3.8). [оа0о шперацшонньсй
мепо0 (3.6), (3.7) схо0ипся ц 0ля еео поере!11носпш спрове0лшва оценко

1-Ё
;!:"!!л ( р'|!э1||,' е0е р - *. с : #]тч /'2

7 Аоказательство. Ёапомним, что векторь1 Ф': |||22' при ка)кдом
п: 0,1,... уАовлетворяют уравнению Фп+7 : (Б _ т',1€)ш'. €опоставим
этому равенству уравнение

Фп-| _ Фп 2
-т 9щп : о, пдЁ т0 : ------'-,г0 1т' 1у

в котором параметр 7211 32!т1€Ё€Ё 3начением т0. последнее равенство совпа-
дает с уравнением для погре1цности метода простой итерации с матрицей 6,
где €т : с > 0, и оптимальнь1м параметром т. |1оэтому в силу следствия
из теоремь! 3.5 справедлива оценка

!]'"*' ]! !.:. { р1|'"!|.

|1оскольку в итерационном методе (3.6) параметР т'+т вьтбирается исходя
и3 минимизации ||ш61 ||, такл<е верно неравенство

!!''*'!! !":'"*' : гп!р 1!ш"+т!! ( ||''*' 1! |':'..

[|риходим к тому, что при ка)кдом п:0,7,. . . справедлива оценка

!! 
ш'+т !! !':'"*' < р!|ш"11 + 

!! '" !1л < р" !! 
эо11 о.

А }твеР>кдение дока3ано.
1аким образом показано, что в самосопря)кенном случае любой гради_

ентнь:й метод сходится не ху}ке, чем с0ответствующий ему метод простой
итерации с симметричной матрицей €.3то не о3начает, что скорость гра-
диентного метода не мо)кет ока3аться вьттше. Ёапример, если в качестве на-
чального лрибли>кения вьтбрать вектор !9 такой, что соответствующее ему
значение 1л9: |7|22,: о1|2(уо_у): р, гАе р _ прои3вольнь:й собственньтй
вектор матриць| 6, отвечающий собственному 3начению ), полуним

(€ р, р)'
(€ р, € р)(р' р)

:0

Фтсюда !!ш'!! : р|\ш0|!: 0' что равносильно равенству у1 : у, которое
означает сходимость метода 3а одну итерацию. ]аким образом, при (удач_

ном) вь!боре начального приблих<ения градиентнь1е методь| могут иметь
существенно более вьлсокую скорость сходимости по сравнению с соответ-
ствующими им методами простой |4терации'
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3амецонше. Аналогично мо)кно показать (см. [7])' что при <(неудачном>>

вьтборе ш1 \ля всех г!.:0, 1,... будет вернь|м равенство !!ш"+т!! : р||ш"\|.
3то означает сходимость со скоростью 1п(т/р) и неулучщаемость оценки,

доказанной в предь1дущей теореме.

Рассмотрим слунай, когда Ат : А > 0, Бт : в > 0, | : А' 1огда
матрица ов_|А симметрична и неравенства (3'8) принимают вид

'утА { АБ 'А < ^,'А ё "/'.Б 4 дт|э 3_т дт|э 4 ^1'Б э
ётА_1 <в_1 <1'А| е ?тЁ{А.{^таБ.

Фтсюда вь!текает (см. теорему 3.5), нто градиентньтй метод будет сходиться
не хух{е стационарного метода (3.5) с теми )ке матрицами А, Б и олти-
мальнь!м итерационнь!м параметром. |[ри этом для 3адания оптимального
параметра необходимо находить минимальное и максимальное собствен-
нь(е 3начения 7т и 1э матриць! Б-1А. Аля соответствующего градиентного
метода эти даннь1е не требуются' х0тя и могут бьлть использовань| для
априорнь1х 0ценок скорости сходимости.

3амецанше. Ёапример, если матрица Б вьт6ирается так )ке, как в попе-

ременно-треугольном итерационном методе' для сходимости соответствую-
щего градиентного метода мох{но получить априорную оценку сходимости
на основе теоремьт 3.6.

Б заключение отметим, что минимальнь1ми требованиями, необходимьл-

ми для постРоения гРадиентнь1х методов, являются условия |т : | > 0,
( : рт|э3_тАо_1|2 > 0, а такх<е возмо)кность нахо)кдения п2!2м€т!Фв 7211

по формуле (3.7).3ти условия не предполагают, что матрица,4 исходной
системь! (3.3) непременно долх{на бьгть симметринной и(или) поло)кительно
опреАеленной.

3.5.2 .]![етод скорейшего спуска

Аетод скорейтлего спуска применим для случая симметричной и поло_

)кительно определенной матрицьт системь! (3.3), то есть Ат: А> 0. 1огда
мо)кно вьтбрать матрицу | : А и' как ух(е отмечалось,

(Ао', э,) (о,. Аэ") (о,,т')
''-' - (А'''о) - (Ао,.о,) - (Ао^'о')'

}словие 6 > 0 приводит к ограничению в > 0' поскольку

(€у,у): (А1|2в-1А'|'у,у): (Б_1А||2у,А'|'у) > 0 + в > 0.
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|1оясним на3вание метода. |1усть 3 : 6, тогда поправка '!)' : Б-|т'
совпадает с невя3кой (': А9, _ /, метод является явнь|м и принимает вид

(т',т')
!п+|: 9п _ 7п+\|п, |п+|: 

й' 
п:0,7'. . . .

|1олуним эти уравнения исходя и3 других сообра)кений. Рассмотрим ва-

риационную задачу нахождения вектора у < Ё, для которого (Ау,х) :
(|,т) лля любь:х т € !{.3та задача равносильна 3адаче нахо}кдения реше-
ния системь1 уравнений Ау : |,|1оскольку Ат : А > 0, билинейньтй функ-
ционал а(у,т) : (Ау,а) уАовлетворяет условиям а(у,п) : а(п,у), а(п,с) > 0

при всех у,т € [{.1огда в силу леммь| 1.6, доказанной в главе |, вариа-

ционная задача эквивалентна задаче миними3ации'. найти вектоР у с н,
доставляющий минимум функционалу .|(п): а(т,ш) -2(|,ш).

Функционал -/(г) мох<но рассматривать как функцию не3ависимь!х пе-

ременнь1х |у,12, .. . 
' 
,'п' поскольку

пп
,](т) : 7 а;;с,х 1 - э| !;с;.

..!:1 .!.:!

|1роизводньте этой функции, так как Ат : А, имеют вид

по.] п? :2) ок;л; _ 2|к :2(Ат _ !)р.
@сь 

-
|1риходим к вь|воду, что градиент функции }(т) в точке , совпадает с

удвоеннь1м вектором невязки г : Аш - |, а 3начит вектор (_г) задает
направление максимального убь|вания функшии ./(а).

1аким образом, в итерационной формуле !п+т:9п-1п+!|п перемещение
от вектора 92 к вектору }211 ос}ш.[ествляется в направлении антиградие\1та

функции }(ш) в точке 9п. Фтсюда на3вание (градиентньте методьл>. |1ара-
м0т! т211 влияет 11а длину вектора перемещения. Бь:берем этот параметр
путем минимизации 3начения .| (у"+т).

.|(у"+т) : (А!'+:,9'+т) - 2(|,у"+:') :
: (А(у" - 1п+1'|п),9' - т'+{') _ 2(!,у" - т2,4г') :
: (Ау,, у ,) - 2т'+ |(А9 ', 

т ') *']*'(А, ,, т,) - 2 ( !, у,) + 2т,+|( !' г,) .

|1риравнивая производную ,](у"+т) 19 1щ11 к нулю, получим

_2(Ау,, г') + 2т'*1(Ат', г,) + 2(!, г) : 9.

Фтсюда находим стационарную точку

(Ау','") - (|,'^) (г,' г,)
,п+\ - ---------7-;-
''.т! 

(Аг'.г,) (Аг,,т')'
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Бторая производная .|(у"+т) при всех т241 !28Ё9€1ся2(Аг',.,) > 0 (г^#0).
1ем самьтм найдена точка минимума }(у,4).

3.5.3 /}1етод минимальнь|х невя3ок

Б методе минимальнь|х невя3ок вьтбирается | : Ат А, тем самь:м |г :
о > 0. 14терационнь1е параметрь! вь!числяются следующим образом:

(АтАо',э') _(Ао,,А2п) (Ао,,т')
(А'1 Ао,,о,) (Ао', Ао,) (Ао', Ао,)'

9словие 6 > 0 приводит к сдедующему ограничению применимости метода.

(€у,у) : 1от|э в_т А|_'|2у,у) : {' : о_,/,у} : 1от|э 3-т Ау' |1|2ф :
: (ов_1А','): @тАв_'А','): (Ав_1А',А!): {': в_1А1!}:
: (А', в') : @т А',') > 0 + вт А> 0.

Бсли матрица А> 0, мо)кно использовать явньтй метод, вьтбирая Б: Б.
Б противном случае необходимо подбирать легко обратимую матрицу 6,
Аля которой условие втА> 0 вьлполняется.

Ёазвание данного метода объясняется тем, что энергетическая норма
погре1]]ности

!!э"+т!|о: (Ат Аэ,у1, эп+т) : лт;-'А.;] : !1г"*т ]!.

|1оэтому миними3ация нормь! |!э*т|!о в рассматриваемом методе эквива-
лентна миними3ации нормь! невя3ки !1'"*'!!.

3.5.4 .&1етод минимальнь1х поправок

3 методе минимальнь!х поправок вьтбирается | : дт3_т,4. }словие|!: о > 0 приводит к ограничениям на вьтбор матрицьт 3, а именно
вт : в > 0. !4терационнь|е параметрь1 вь]числяются следующим образом:

- _ (Ат в_\ Ао', а') (Ас,. Б- 1Аэ')

''_т - (Р в_; Ащ,о,) 
: 

(Б , А".Аф :
(Ао,,о')

(Б_1Ао', Ао,)'

}словие 6 > 0 приводит к дополнительному ограничению.

(€ у, у) : 1рт 
|э в_т Ао_' |,у, у) : {у : о_' |'у} : 1от 

|э 3_т Ау, о| 12 ц) :
: (о в_| А' , у) : (А' в_' Ав_1 Ау , !) : (Ав_1 А' , в-\ А') =
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: {' : в_|А') : (А',') > 0 + А> 0'

Р1так, метод применим для случая поло)кительно определенной матрицьт А.

.(ля энергетической нормь1 погрещности справедливь| равенства

1!',*'|!', : 1Ат в_| Аэ,+:', ?'+т) : (Б-|г'1т,гп+:) : (о',4, Бо61) : 1|о,*'||2в.

|1оэтому миними3ация нормь| \|э"+т!|о в рассматриваемом методе эквива-

лентна миними3ации нормь| поправки !!о"*'![в.@тсюда и название метода.

3.5.5 .]}{етод минимальньтх погре|цностей

Аетод м|1нимальнь1х погре[11ностей определяется следующим вьтбором

матриц | и Б'

Р : Бо, в : (А\_1в9' г[е 69т : 6о > 0.

3десь в качестве Ё9 мо)кнФ вьтбрать произвольную симметричную положи-

тельно определенную матрицу, которая легко обратима, например, диаго-
нальную. 14тера:{ионнь:е паРаметрь! вь1числяются следующим образом

(Б9о', э2) (Б9Б_|т', э') (Б6Б;| Атг,, э,)
1п-1: @'""р) 

: 
р,в7д".,*':

(т', Аа,) (т,,г,)
- (г ,, Ао') (т,, Ао,)'

|1роверим вь1полнение условия 6 > 0

(€у,у) : 1от|эв_тАо_||2у,у) : {' : о_||2у\ : 1от|эв_тАу, |||29) :
: (ов_|А',!): (вово|А'Ау,у): (Ау,Ау) > 0.

1о есть метод применим для прои3вольной невьтро:кденной матришьт ,4.

Ёазвание метода объясняется тем, что на ка>кдой итерации минимизи-

руется норма погрешности ||'"*'\|о : ||э,-т||в,.

3.5.6,(вухтшаговь!е итерационнь|е методь|

вариационного типа

8 градиентнь1х методах параметрь1 тп+| ьь16ираются путем миними3а-

ции нормь! погрещности !|."*;-1|, при условии' что итерационное при6ли-

)кение уп 3адано. 14спользуется стратегия локальной минимизации, которая

не является оптимальной для оть|скания глобального минимума нормь| по-

гре1.|]ности равного нулю. Бстественно попь!таться вь:брать итерационнь1е

параметрь| таким образом, чтобьт для 3аданного начального приблих<ения

}9 но!ма ||а"|]р являлась минимально во3можной для ка)кдого ?'}.
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3амечанше.3та задана отличается от рассматриваемой при постРоении
чебь:шевского набора итерационнь|х параметров (см. пункт 3.4.3) при фик-
сированном нисле итераций п.

3ффективное решение указанной вь|11]е задачи возмо}кно в классе двух-
11]аговь1х итерационнь1х методов вида:

* Ау,: |,
@п+71п+1'

'9т_!о1_Ау9:!:п:|'2,11 "- ' ..| !о с [{'

!(онкретньтй метод такого вида определяется вьлбором матриць| Б и итера-
ционнь|х параметров 7п!!, @п!7.[!ри а'11: 1 получим однотпаговьтй метод.
.(ля построения метода вариационного типа так>ке необходимо задать мат-
рицу о, удовлетворяющую условиям |т : | > 0.

.&1инимизация энергетической нормьл |]э'+т]!л приводит к следующим
равенствам' определяющим итерационнь|е параметрь1:

(|п:-. э-\
т.'1:
''*'- 

(|,''о;)' 
9! ]' " "

^ (. |п ! |Ро,,:') \_10п*1 :|-|_-
\ 

"';Ф 
) '":1'2'' '': 01 : ]'

3десь парам01!ь| т,11 вь|числяются по той >ке формуле (3.7), нто и для гРа-
диентнь!х методов. 3аметим так)ке, нто формульт !,!1$, @217 не предполагают
вь1числения каких-ли6о дополнительнь1х скалярнь:х произведений.

[1одробньтй вь]вод этих формул мо)кно найти, например' в книгах [4] и
[7]. 3десь же остановимся на наиболее ва}кнь1х аспектах доказательства
этих равенств. 1ак же, как теоремь1 3.7, полунает-
ся, что вектор Ф'.: |1|22' нию 11)п : Р'(€)йо, где€: рт1э3-\Ао-||2..&1атрин степени п определяется
рекуррентнь|ми соотно|пениями' полученнь|ми и3 уравнений двухгпагово_
го метода, и удовлетворяет условию &(0) : .8. |]редполагается вь1пол_
нение условий €т : с > 0' что, как у}ке отмечалось' равносильно тре-
бованиям (3.8). 1аким образом, эти требования являются условиями при-
менимости метода. .(алее устанавливается' что равенства (€шр,ш') : 0,
& : 0, 1, . .. 1п - 1 являются необходимь:ми и достаточнь1ми условиями ми-
нимума нормь] ]!'"]! : ||э"||р для всех п : |,2,...' Асходя из этих условий
и находятся итерационнь1е параметрь1.

Фтметим, что векторь| ш и 1)' удовлетворяющие равенстьу (6ш,0) : 0,
на3ь|ваются сопря}кеннь1ми относительно матрицьт € (€т - с > 0). |{о-
этому рассматриваемь]е двухщаговь1е методь| получили на3вание методь!
соп р я }кен нь|х н ап р ав лен и й.
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€истема векторов Фт, Фу, ..., Фп, ... является ортогональнои в смь1с-

ле скалярного прои3ведения (ш,о)6 : (€ш,о). |1оскольку пространство, в

котором ищется ре11]ение уравнений (3.3), имеет ра3мерность 1т!., система

не мох(ет содер)кать более, чем 7п векторов отличнь1х от нуля. 3то означа_

ет' что начиная с некоторого п < тп погре11]ности шп обратятся в нуль, то

есть метод сходится за конечное число итераций, не превь11пающее порядок

матриць! системь! (3.3).

1аким обра30м, методь! сопря)кеннь1х направлений мо)кно отнести к пря-

мь1м методам ре11]ения системь! (3.3). Фднако на практике требуемая точ-

ность достигается 3а число итеращий суцественно меньшее, чем порядок

матриць! системь!. .[,ействительно, так )ке, как при дока3ательстве теоре-

мь| 3.7, из равенства ш,: Р"(6)ш6 пФл}н2ет€я оценка

1!''!! ( !!&(с)! !1',!! < 
'Р'а;!,!Р'(')! 

шо!! ( с"!!:ло!!'

гАе {п _ по-пре)кнему нормировочньтй коэффишиент соответствующего мно_

гочлена 9ебьтгцева. Фтсюда следует, что метод сопря)кеннь1х направлений

сходится со скоростью не меньщей, чем однощаговь:й метод с той )ке мат-

рицей в и чебь11цевскими параметрами. Б большинстве же случаев ]!'" ! <

с"!!''!!, поскольку норма ]|ш"|] минимальна при 3аданном !?,0!1' поэтому

реальная скорость сходимости существенно вь||пе.

3.5.7 [1римерь: методов сопрл1(еннь!х направлений

|1утем соответствуюшего вь:бора матриц Б и | в классе методов сопря-

)кеннь1х направлений строятся аналоги рассмотреннь!х ранее градиентнь|х

методов. |1еренислим эти методь1 и ограничения их применимости' вь1тека-

ющие из условий (3.8). 3аметим, что для методов сопря)кеннь|х направле-

ний до6аьляется условие (ов-1 А)т : |Б_|А'
|) ]Аетод сопря}кеннь1х градиентов.

1ак >ке' как и в методе наискорейшего спуска, вьлбирается !: А. |1ред_

полагается, что Ат : А> 0, Бт : в > 0.

(о,,г.) /, 1п!| (о',.') \-1
*п+; : у - - 

- 

,-|п-| 
(о',Ао')' -"-' 

\_ т^о'(о'_1,.,_т)/

2) ]у|етод сопря}кеннь|х невя3ок.

8ьтбирается | : Ат А, Аол>кнь: вь|полняться условия Ат Б : вт А > 0.

(Ао^,г') (, 7п+1 (Ао'.т) \_1
|п+1 : (А"". Ай' 

0п+1 : 
\' 

_ 

'"". ии_'. .*' , .
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3) !Аетод сопрях{еннь|х поправок'

8ь:бирается о: Атв-|А при условиях Ат: А> 0, Бт: Б>0.

(Ао', о') ( . 7п-| (Ао,. о') \ 
_1

1п-|: (Б_тБ"А"]! @л+1 : 
\'_ '*.в'***л )

4) Аетод сопря)кеннь!х погретлностей.

8ьтбирается | : Бо, Б : 1лт1-тБо, гАе в{ : в, > 0. .&1атрица 39
дол)кна бь:ть легко о6ратима.

(г,.г,) (' [п+1 (.,'.') \_'7пу!: 
?- А")' @п+|: 

\' 
_ 

''"" (.;;;;|/

3.6 Решление ра3ностнь[х уравнений второго
порядка методом Фурье

3.6.1 Разлохсение по базису собственнь|х функций

Рассмотрим ра3ностную схему

!а'.1: -[а, !о: 9;у :0; { : 1,2,..',[ _ |; й1х{ : !.

Б пункте 3.1.1 показано, что поро)кдаемьтй схемой разностньтй оператор

д0)у' : -!а'';', | : \,2,...,ш _ |; уо :9ш : 0;

имеет собственнь|е 3начения

, 4 , т*|ьх': ь'з\п'}: !с : |,2,....,\ _ 1;

а собственнь:е функции этого оператора

п '9, ь:1,2,...,ш-11 {:0, 1'...'&рк\11):у751п-.

образуют ортонормированньтй базис в пространстве

.д{'-1

д(:) : {у('');т6 с 9|), у0: ум: 0}; (у, о)ц1,1 :|у,,,,ь.
1:1,

3то позволяет искать ре1цение у с н(|) разностной 3адачи в виде

л_1
т1

9 : 2-''р''
Ё:1

91



г.(е сд _ коэффициенть1' подле)кащие определению. подставляя это вь1ра-
}кение в операт0рное уравнение А(')у : /, соответствующее разностной
3адаче' получим

ш_1 ш_1

! сь,{(т:'* : ! с^.л.д* : ;.
Ё=1' Ё=|

}мнол<ая это равенство скалярно на функцию |л5, лол!наем для ка)кдого

!:1,2,...,[-1
л_1 ш_1

|"'^'('', р) : 

'с)'р6д5 

: ч^1 : $, р) : |э.
Ё=! Ё=7

Фтсюда приходим к следующему алгоритму нахо)кдения решения у раз-
ностной задачи''

ш_1

|ь: $,рЁ) : 

' 
!;рь(сс)7; Ё: \,2,...,1{' _ 1;

,!.=1

?,сь:?;Ё:\,2,...,|{'-1;
Ау
л_1

у, : |сьрь(т1);,|, : 1,2,'..' 1{' - 1;

Ё:1

3десь сь, /* ""л"ю'." 
коэффициентами Фурье искомой функции и правой

части соответственно.

Ёеслох<но п0дсчитать, что для реали3ации этого алгоритма требуется
2(м _ \)2 умно)кений и (ш _ 1) лелений, то есть общего количества опе-

раций порядка о(|\|2). |1ри этом предполагается' что собственньте значения
)} и собственньте функции |1р вы-.числень1 заранее и ра3мещень| в памяти
компьютера.

,4,ля сравнения, метод прогонки ре11]ения той х{е разностной задачи сво-
дится к следующему алгоритму:

а.+7 : (2 - *')_';'!, : 7,2,..., ш - 1;о1 : 6'

0,*'': а;+т(0а + 7'[); | : |,2,. . . ,1{' - 7; 0т: 0;

!а: а;+т!;+т| 0с+т]'1, : !{ - 1, ш_ 2,...,|; 9ш : 0;

и требует всего 2(1/ _ 1) умно>кений и (}''| _ 1) Аелений, то есть общего
количества операций порялка @(}й).

€ледовательно, рассмотренньтй в данном пункте метод Фурье ока3ь!ва_
ется неэкономичнь|м при ре1]1ении одномернь1х разностнв|х краевь1х 3адач.
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Фднако даннь:й метод в сочетании с бьтстрьтм дискретнь1м преобра3ованием,
о кот0ром рень пойдет далее, на11]ел применение при решении двумернь1х

ра3ностнь1х уравнений с постояннь1ми коэффишиентами.

3.6.2 [1онятие о бьпстром дискретном
пр е о бра3 о в а11у1!! Фур1е

Ёаибольщее нисло арифметических действий в методе Фурье, рассмот-
ренн0м в предь1дущем пункте' приходится на вь|числение сумм вида

ш_1 _1-'
з; : )- срз|п[!; 1: |,2,. . . , /{ _ 1;

_1!
Ё:\

г.['е сд _ 3аданнь1е числа. (ак у:ке отмечал0сь, для непосредственног0 вь1-

числения всех таких сумм требуется порядка о(ш') операший умно)кения.
€ушествует метод (см., например, [6]), полунивщий название бьтстрое дис-
кретное преобразование Фурье, требующий для вь!числения всех таких
сумм порядка Ф(!''[ 1п1{) умнол<ений' |1одробное описание этого метода не

входит в программу данного курса лекший' поэтому здесь остановимся ли1пь

на основной идее метода.
. тЁ|

9скоренное вь!числение сумм основано на том, что среди нисел з!п 

" 
;

Ё,| : 7,2, . . . ,Б - 1 есть много одинаковь!х. |1оэтому мо)кно перегруппиро-
вать слагаемьте, объединяя их ь группь| с одинаковь1ми сомно)кителями, и

уменьшить тем самь1м число умно)кений. Ёапример, непосредственное вь1-

числение суммь1 а6т* а|ээ * о63 требует трех умно>кений. Бсли >ке записать

ука3анную сумму как а(\!6э*бз), потребуется всего одно умно}кение, то
есть объем вь:числений сократится в три ра3а.

1ем самьтм исполь3ование бьтстрого дискРетного преобразования Фу-
рье для ре11]ения одномерной разностной краевой 3адачи из предь!дущего
пункта по3воляет сократить число операций с Ф(|'{2) ло @(1/1п1{). Фднако
этот показатель по-пре)кнему уступает мет0ду прогонки, требующему для

реализации порядка @(1/) операший.

3.6.3 Рецление ра3ностного уравнения пуассона
методом Фурье

Бновь рассмотрим разностную 3адачу .(ирихле для уравнения |1уассо-
на (3.1) на сетке !,)д, вве.[,€ннФй в пункте 3.1.1,

!сттт.;! * !12т2,'1! : _ [;5, п;1 е Фь] у11 : 0, т43 € 17;
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и опишем метод решения этой 3адачи, сочетающий одномерную прогонку с

методом Фурье.

8 пункте 3.1.1 показано, чт0 рещение задачи на собственнь1е значения

Ра2с,,3 ! \р, :0; р0: р]'{2:0; ! : |,2,' '', |{а _ 1; 72!\{2: 12;

имеет вид

' 4 ,тЁ/тэ гт . т!ст2.;

^': йз;п2 }: рь(!): рк(и':): \|;з\п':{:
Ё : |,2,'..,!'[э _ |; ! :0' 1,...,&а.

|1ри фиксированном а функшии !;э и |'' зависят только от ! и могут бьтть

разло)кень1 по ортонормированному базису из собственньтх функший р5(]):

л9_1 л?_1

у|' :, сь(')рь(!), |,э:2 |'\р/л'
Ё:1 ,|=1

|]одставляя эти ра3ло)кения в разностное уравнение' получим

]'{э-1 л?-1

! [(.ь(;)),' ', 
_ ),ус7('!.)] рь(1) : - | |ь(о)нь().

Ё:| Ё:1

Фтсюда, учить1вая линейную независимость функций ру(])' лриходим к

уравнению

("'(1))-,''-,\дсд(а) : - |'!),
в котором коэффишиентьт Фурье /д(;) право* насти |45 по-пре)кнему пред_

ставляют собой скалярное произведение !у(1.) : ([оэ, рь(!)).
1аким образом, приходим к следующему алгоритму 0ть1скания решения.

1) Аля ках(дого Ё : \,2,...,]'{э' _ 1 и | : |,2,...,щ - 1 вь:числяются

коэффициентьл Фурье правой насти

ш?_1

!ыо: | 1энь0)ьэ.
!:\

Ёесло>кно посчитать, что для этого требуется порядка о(!'пмл операший.

|1ри испол ьз овании 6ьтстрого дискретного преобразова ния - Ф (!'{ 1 |{2 1п ш: ) .

2) Аля ка)кдого Ё : \,2,..., ш2_1 методом прогонки решаются системь1

уравнений с трехдиагональной матрицей

("ь(1))',, - )'рсд(1,) : _!'(1); 1:1,2,...,1{: _ 1;
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сь(0) : сь(щ) :0.

.[1'ля этого требуется порядка о(щ1/?) операций.

3) |[о найденньтм коэффициентам Фурье сд({) восстанавливается реще-
ние

ш?-1

у;э :, сь(1,)р!,(]);'!, : 1,2,...,щ - |; ! : 7,2,...,]'{э - |.
ь_1

.[,ля этого так)ке' как и для преобра3ования правой части, требуется по-

рядка 9(['{1['{}) операший ли6о Ф(!\{1!\{21пф) операций при исполь3овании
бьтстрого дискретного преобразования Фурье'

3амечанце. Аля модельной задачи (3.2) нисло операций порядка о(л')
ли6о Ф(!''|2 1п 1/) при использовании бьгстрого дискретного преобразования
Фурье. !,ля сравнения, обь1чнь1й метод исклюнения [аусса для этой 3адачи
потребовал бьт порядка о(ш') операций.

3амецанце. Фписанньтй метод применим и для ре1]]ения нестационар-
нь1х двумернь1х 3адач' где аналогичнь|е рассмотреннь|м ра3ностнь1е уравне-
ния необходимо ре|шать на ках{дом временном гшаге. 3десь особенно вах<-

на экономичность числа дейстьий, которую обеспечивает данньтй метод. 1(

недостаткам метода мо)кно отнести необходимость построения в явном ви-

де собственньтх значений и собственньтх функший одномерной задачи, что
во3можно далеко не всегда.

3.7 .]!1етод матричной прогонки

3.7.! 3апись ра3ностного уравнения пуассона
в виде системь| векторнь1х уравнений

1Аетод матринной прогонки относится к прямь1м методам рецения ра3-
ностнь|х уравнений, которь1е мох{но 3аписать в виде системь! векторнь!х

уравнений

- (оуо- Бо|т : _л0:

А;ус_т_6;!а | Б;!а+т: -Р,, '!,:\,2,...,1{-1;
Анум-т-€мум :-&'

(3 э)

где у' _ искомь!е векторь| ра3мерности ]|!, Ро _ заданнь|е векторь1, Аа, Б;,
€а _ заАаннь1е квадратнь|е матриць1 лорядка 1|т! '
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||оках<ем, что ра3ностную 3адачу,(ирихле для уравнения ||уассона на
прямоугольной сетке (,)ь, ввеАенной в пункте 3.1.1,

!цц,а3 * !п2о2,6! : _ |;3, ";5 
с ць] у4' : Р;5, {а5 € 16

можно 3аписать в виде подобной системь|. .[|ля этого перепишем уравнения
в виде:

!;_тт (2у,' _2у;т|9,:\ ,9,+т: - с Р;о._т _ 
\тг 

_ ___в- 
)- 

_т _ _']от _ 
щт

!;-т; ( 2у'э !;1-т _ 2у;э * у;э+т\ , !;+т5 - [_т _ 
\т 

_ _____ъ- 
)- 

_т _ _!41;

!:2,3,...,!'{э_2;
!а-т^!,-т (2у;м'-' !;м'-э_2усщ_:\ ,!;+тм'_т , Р!!,!э

-т- 
_ 

\ |г_____ъ-)-_т-:_!.м2_1_т

Бведем \ля ё: |,2,. . ., щ _ 1 векторь1

ус: (у;:, уаэ " ' уам'-э,)т',

г,: (т* + $ !;э !аз !ам"_э !;м,-т | #)'
,[алее обозначим чере3 Б2 е\ини9н!ю матрицу порядка 

^ь 

_ 1' а нерез А2 _
трехдиагональную матрицу (того х<е порядка) оператора второй разностной
производной по переменной э2

_ь ?3 3

| -2 | ... 0

ы 0ы..;
0 0 0 ... 0

8ведем так)ке векторь|

ро: (рот Роэ ' ' ' ром'_т)т ,

рм,: (рм'т Рм,э "' рту'м"-т)т.

1огда в векторной форме за[1иси система примет вид

|"',.-'_ ( 
'?""'_д') и +1Б"у,*': _Р,]'[: |,2,...,|/т _ 1;п| \/}; / п|

!о: 11о, у!'ц: р!'{'.



]аким образом, ра3ностная задача .(,ирихле записана в векторной фор-
ме (3.9)' где 6о и Ах _ нулевь|е матриць|,

19
А, : Б, : +Б2, €; : }Б2 - !\э; 1 : |,2,...,щ _ 1.п| п|

3амечанше. Б слунае, если ф > 1{':, для исполь3ования метода матрич-
ной прогонки шелесообразно запись|вать разностную 3адачу !,ирихле в виде
аналогичного трехточечного уравнения относительно неи3вестнь1х векторов

уэ: (утэ у2э ... ум,_:'1)т, поскольку при этом матричнь1е коэффишиентьт А5,
Б1 и €3 булут иметь порядок щ _ 1 меньгпий, нем ф - 1.

3.7.2 Алгоритм матричной прогонки

Формульл матринной прогонки получаются так )ке, как и формульт обьтч-

ной прогонки' однако при их вь!воде надо учить|вать, что матричнь!е ко-
эффициентьт уравнений (3.9) в общем случае неперестановочнь1. Решение
системь! (3.9) ищется в виде

!; : а;+т9а+т | 0;+т; | : 0, 1,..., /й' - 1;

|.||€ 0111 - квадратнь|е матриць1 того )ке порядка А'[, что и порядок матриц
А;, Ба, €;, а 8;+т - вектор ра3мерности ,11. |1одставляя вь|ра)кение для у.,
а так)ке

!;-т : аа(а;+т!а+т | 0а*т) * 0;,

в основное уравнение системь1

А;у;- т - (;!1 з- Б;у;;т : -Р;,

приходим к равенству

А6а4(о;*у6у1 | 0;+:') * А;0; _ €о(аа+туо+:' | 0о+т) * Ба!;+т : - [;.

3то равенство вь1полняется, если потребовать

(А;а;-€.)а,*'*Б;:1,
(А;ао _ €,,)0о*т: _(Ао8; * Р;).

Фтсюда приходим к следующим рекуррентнь!м соотно11]ениям:

а1+1': (€;_ А;а)-1Б6;

0а+т : (€| _ А;а)_1(А;0;+ Р); | : \,2,...,ш _ 1.

97



Фсталось учесть первое и последнее уравнения системь1 (3.9). йз пер-
вого уравнения

-€оуо | Боут : _Ро + уо : €о| Боу1 ! €,| Р1.

€опоставляя с равенством уо: а1у1, * !1, пол}9им

а| : о01 в0, 0т : €;\ Ро.

14з последнего уравнения с учетод4 равенства !м_:,: ам9:у * 0:у

Атуум_:' _ €мум: _л,^/ + Ац(ацуу + 0м) _ €ууу : -& +
} уту : (6у _ Ацац)_'(д'0* * &) : 0ш+т.

Фкончательно приходим к следующему алгоритму матринной прогонки.

1) |1рямая прогонка:

а1+1': (€; - А;а;)_'Б', .'': €о| Бо; |: !,2,..., /{ _ 1;

0;+т: (€а _ А;4"'\_т(А'\'+ Р')] 0'! 
";'Ё'/ 

:'|,2,..., ш. (3'10)

2) Ф6ратная прогонка:

у,! : а1+|у'+1 * 0;+т, 9м : !тс+т; | : [\{ - 1,& _ 2,''.,0.

3амечонше.3десь предполагается существование обратньтх матриц 6' 1

и (€; _ А;а;)-| для всех | : 1,2,..., ш.

Фсновное количество операций при реализации ука3анного алгоритма
приходится на прямую прогонку. 3десь в ка>кдой точке | приходится один

раз обратить матрицу и сделать два умно)кения матриц порядка [[, что
требует о@3) арифметинеских действий. 6ледовательно, для вь1числения
всех коэффициентов а;, $; тре6уется Ф(|{А43) операший. Аля модельной
задачи (3.2), когла 14: ]!, число действий становится величинойо(м4).

€тоит так:ке отметить, что для реали3ации алгоритма требуется поми_
мо А4, Б;, €а и Р; х|анить все матри|\Б| @4 А векторь! 0а. [1ри больщих
порядках А'[ это мо}кет потребовать исполь3ования внетпней памяти, что
дополнительно увеличивает вРемя счета.

3амечанше. |1о указанньлм вь|1пе причинам метод матринной прогонки
целесообразно применять на практике при невь1соких лорядках А'[.

3.7.3 }стойчивость матричной прогонки

БуАем рассматривать матриць1
ствующие в й-мерном линейном
некоторая норма || 

. 
||.
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Фпределение, 0одчиненной нормой матриць! А назьтвается

|! А- !

!1!:',р\!,,тс||.
т#0 \|т |

/1емма 3.2|, Бслц 0ля мапршцьс А сущесгпв!еп конспанпа 1 > 0
пакая, чшо 0ля любоео о € Ё вь!полнено нер&венспво 

1 А"\| > 1||т |, по
ма/пршца А шмееп обрапную, принем'|д-'|1 ( т_1.

' 
дока3ательство. |1усть ) _ любое собственное 3начение матриць1

А, а р - отвечающий ему собственньлй вектор' то есть Ар: \р. 1о'да

|др1!:!л! !]р! > :1|р| + |^ >7 > 0 + ) {0.
3начит все собственнь1е 3начения матриць1 ,4 отличньт от нуля и, следо-
вательно' существует .4_1. |1усть у + 0 _ прои3вольньтй вектор из 11.

Фбозначая ш: А_1у, получим

|!А'|>т!1а1! + |!у|>^у]!А_'у!! *ч#*] *!|.4-'!! <+

А }твер)кдение доказано.

Фпределение. .&1етод прогонки будем назь:вать устойнивь1м' если мат-

рицьт ф, €а- А;а; имеют обратньте и |от|| ( |,,!,:|,2,...,[,
3омечанше. }словия !1"1!1 < 1 обеспечивают численную устойнивость

счета по формуле !; : а;+т9с+т | 0;+т, то есть отсутствие роста вь!числи_
тельной погре11!ности.

1еорема 3.9. |7цспь Аь Б; _ нен!левые мапрцць|, ,!' : 7,2,. . . ,!{ - 1', ш

пуспь сущеспвуюш мапр1гць! €;\ , ;:0, 1,... ,!'{' Ёсли вь!полнены неро-
венспва

|€''А'|+|с'\в'! < т; ; :1,2,...,1{'- 1;

1!с''&!! < ]' ||с;1Ал|| < 1;

по мапршчная проеонка успойншво.

т .(ока3ательство' |1о условию теоремь! !!"'!! : !!6''в' | ч 1. [1ока-
жем, что вь|полнение неравенства !!",!! < 1 для некоторого | ) 1 вленет
за собой существование матриць1 (€6 _ А;а)_1 и вьтполнение неравенства

1!",+,!1 ( 1.

|1оскольку €6 - А4а; : с'(Б - €;1 А4а;), д0статочно дока3ать существо-
вание матрицьт (0 - €;| А;а;)_' . А," прои3вольного вектора г € Ё имеем

|1@ - с' | А|а;)т|| 2 ||о|| - ||с;\ А4а4ш| 2
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> |'|] - ||о,' А'|]! 
",!! !, ! > 0 _ 

11с;1 л11 1 ш1.

Фтсюда и из услоьий т _ ||с;1А,|| > |1с,'в'!1' | : \,2,. . . , ш - 1 полуним

111л - с;|л'а)о|! 214|т||,

где 7' : ]|о''в'\! > 0, поскольку €;|Б4 _ ненулевая матрица. 1огда в

силу леммь1 3.20 сушествует матрица (Б - €'|А4а)_|, для нормь1 которой
справедлива оценка

111о 
_с;1л'",)-'!] ( |]с,'в|!_'

1аким образом, матриць1 а;+:' (а так)ке вектоРьт 0,+т), заданнь1е рекуррент-
нь1м соотно1]1ением (3.10)

а.+| : (€4 - А6а)_1 в' : 1Б - €' | А1а)-'(с,' в,),

существуют и верна оценка

1!',*т!1 ( \|@ - с1|А.а)_|||||€;!в;!] ( {!с;'в,!г| ||с||в'||:1.

1ем самьлм по индукции дока3ано, нто ||о1 || ( 1, а : |,2,...,/{'. Фсталось
пока3ать существование ((ц -,4лош)_1' |1оскольку !!"л!! < 1, аналогинно
предь1дущему существование этой матриць! вь1текает и3 оценки

111л 
_ с;1л*ан)т|| 2 (1 - ||с;1.4ш!]) !]'}! : т, !!'!!,

где по условию теоремь| ?ш:1- |]с'1,4л|| > 0.

А }твер)кден ие доказано.
|1рименим доказанную теорему к исследованию устойнивости метода

прогонки для разностного уравнения |[уассона. Б пункте 3.7.1 показано, что
эта ра3ностная 3адача 3апись1вается в виде системь| векторнь1х уравнений
(3.9), гле

1,
А;: Б': ,"!Бэ. €':*Ёэ- [\р. Бо: Ал:0; ]:1,2....,щ - 1.п] п]

9словия устойнивости матринной прог0нки принимают вид

.ь?'
!!с;1!| < } е ||€;у||> 3:|у:|1у € |1.1 ' '2 п|'

3десь Ё _ пространство векторов ра3мерности ш2 - 1. Бведем в этом про-
странстве скалярное произведение и норму

ш:_1

(у,,): |у,,,'ь', ||у|: '/(уз)'!:1
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1огда

/о о \
!!€;у!12 : ( 3у - 1\у!, 3у _ 

^'у\ 
:

\лт п| /
4"4^4: +| у |' - *,1(1у'у.у) + |\^уу|', > *|:у]|',.п] п\ п|-

поскольку согласно лемме 3.1, считая у0 - у|'{?:0, получим

]/?-1 |'12

(1ууу,у) : | (у-,',у)эБ': -|у1,.эь, <о.
!:1 !=\

1аким образом показано, что матричная прогонка для ра3ностного урав_
нения |1уассона является устойнивой.

3.8 .]![етод редукции

3.8.1 Бьпвод основнь!х формул

.&1етод редукции является прямь1м методом ре1|]ения систем ра3ностнь1х
уравнений, имеющих вид

уа_т - €у; * !;+т : _Р;; 1 : |,2,..., 1{' - 1;

у0: р1' ум : р2]

где у. _ искомь|е векторь| ра3мерности А'[ и Р4, Рт' !лэ - 3аданнь|е векторь1,
€ _ заданная квадратная матрица порядка й. Фсновнь|м отличием данной
системь! от систем общего вида (3.9) является независимость матричнь|х
коэффициентов от индекса | и равенство коэффишиентов Аи Б.

^&1етод редукции основан на специальном способе исключения неи3вест-
нь1х и3 рассматриваемой системьт уравнений. 3апигпем уравнения в точках
|_1и'!,!7

у;_у - €у;_т | уа: _Ро_т, у; - 6уа+т | 9с+э: -Р;+:'.

€ло>кив эти уравнения, получим

!а_э * 2у6 _ € (у'-' * уа+т) * !;+э : _(Р;_'* 4+:),

откуда, учить!вая' нтФ }1_1 * уа+т: €у; - Ро, придем к уравнению

!а_э _ (€2 - 2Б)у' * !;+э : _(Р;_т * 6 Р; 1 Р,*').
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,ф:0

Ё:\

Ё:2

]с :3

1 3 5 7 9111315

2610 \4

!т'!з,!ь'. . . 
'!ть

!э,!о,!то,!тц

!ц,!тэ

9в

16

16

х _ исключаемь|е переменнь1е;

о - остав1циеся переменнь!е;

. - и3вестнь!е 3начения !о, !эц.

Рис. 3.3. .&1етод редукции л|и [{ :2ц

|сли Ё _ четнь|е, то таким способом мо)кно исключить все неи3вестнь|е

с нечетнь1ми номерами. !,алее прошесс исключения мо)кно продол)кить ана-

логичнь|м обра3ом. |1ри этом необходимо предполо)кить, что число узлов
является степенью двойки, то есть !\{ : 2- '

|1роиллюстрируем метод для случая !''| : 2ц (см. рис.3.3). Фбозначим

через & номер этапа исключения неи3вестнь|х. |1ри & : 0 имеем исходную

систему уравнений. |1ри перехоле к Ё : 1 происходит исключение неи3вест-

нь1х с нечетнь]ми номерами, в результате чего получаем систему' аналогич_

ную исходной, содерх<ащую 3начения неизвестнь!х только в четнь!х у3лах.
||ри Ё:2 остается ка)кдь|й четверть|й узел, а на 3аключительном этапе при

Ё : 3 остается только одно уравнение, свя3ь|вающее у0, !в, !то'|1осколь-
к! !о и !16 за\Ань!, и3 последнего уравнения можно найти ув' 1ем самь:м

начинает осуществдяться обратнь1й ход метода.3ная у3, мо)кно найти у4 и

!12, !алёе _ остав1шиеся неи3вестнь1е с четнь|ми номерами и' наконец' все

неи3вестнь|е с нечетнь|ми номерами.

|1о индукции получим, что в общем случае при л :2^ на &-ом шаге

исключения имеем систему уравнений

9;_эк _ 6Ф) у; | !с+2ь : _ г!ь) ; о : | . 2ь,2 . 2ь,3 . 2Ё, . . ., 2- - 2|,

у0: р|, у2^ : р2|

,ф:0, 1,'..,Ф-|-

|[рямой ход метода редукции фактинески состоит в нахождении матриц

6(}) и векторов |(&):

6Ф) : (о(ь_1\2 _ 2Б, €Ф) : €;
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г(к\ - г(к 1) 
- г'(&_])г(}_1) ! г\& 1) -/0]л, :!;_2+_: *!' '.г] 1г ;*2*-т' 1/ :|;'.

;-1.'ь 
''9к 

\.'к 
'п_'р.- 11 -

Ё: |,2,..',Ф - |.

Ёа обратном ходе находя1€[ 3н29€ния !,:

и; : (сс*') ' (,,_'' * !;+э* * л''') ,

] : | .2ь,3 .2к,5 .2' ,. . ' ,2' _ 2'7
Ё:тп-\,тп-2,.'.,0.

3омечанше..:!1етод редукции в том виде' как он 3десь и3ло)кен, не приме-
няется в реальнь]х вь!числениях по двум причинам. Бо-первьтх, он неэконо-
мичен и3-3а того, что на каждом этапе обратного хода приходится обращать
матРицу 6(&) общей структурь1. Бо-вторьтх, вь|числение правь1х частей на
прямом ходе ока3ь1вается неустойчивьтм. Б следующих пунктах буАет пока-
3ано' как мо)кно устранить ука3аннь1е недостатки метода редукции.

3.8.2 Фбращение матриц

Ёапомним, что в пункте 3.4.3 рассматривался многочлен 9ебьтгцева, для
комплекснь1х 2 определяемьлй равенством !"(а) : сов(п агссо3 2). |1оказано,
что при п : |,2,... этот многочлен степени п с коэффициентом 2"_| лри
а' имеет вещественнь1е нули пс : сов((2! - |)т |2п); ! : 7,2,. . .,п'

Рассмотрим числовой аналог уравнения прямого хода метода редукции
6(ь): (6(ь_::;: -2Б' а именно ра3ностное уравнение

уь:у? т-2; Ё:7,2,...| !о:п.
3десь о - 3аданное число. Регцение этого уравнения имеет вид

уь(т): 
'''' 

(;); & : 0,1,....

.4,ействительно,

уо(л) : 
''(;):т. 

[у*(;) :2т:'_,(;)-1 <+ '',':'',? ,_ '.
€огласно лемме 3.19 справедливо ра3ло)кение на мно)кители

2к

9д(л) : эт,' (|\ :л("_ 2сов$1})" \2/ /
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Аналогично для матричного уравнения

6Ф) : (с(к-л1э _ 2Б; Ё : 1,2,.... €(0) : €

справедливо представление рещения в виде разло)кения

6(ь):д ("-2сов #'1 :у",,

Ёаличие такого ра3ло)кения '',"й"-, 
вместо обращения матрицьт об-

щего вида €(ь) на обратном ходе метода редукции, то есть ре11]ения уРав-
нения вида 6(ь)ц: Р, последовательно решить системь| уравнений

€!к),.: ос-т', ! : !,2,. . ' ,2^; ,,: Р'1 1) : о2ь.

3то оказь:вается более эффективнь:м' если матриць| с|ь) 
'р.*д'агональнь|е(например, в случае ра3ностного уравнения [1уассона), поскольку ка)кдую

из систем можно ре1цить методом прогонки.

2ь

3амецонше. Б разлох<ен', пс|ь) матриш,, €(ь) перестановочнь:. 3то

позволяет 3а счет вьтбора ,'р"#, в котором ре1]]аются системь| уравнений
^(ь\€}."'о1 : ?]1_1, с}1[ественно снизить вь1числительную погре1дность (см.[7]).

3то приобретает принципиальное 3начение при больгших значениях &. 3десь
имеет место примерно та }ке ситуация' чт0 и в итерационном методе с

чебьтщевским набором параметров.

3.8.3 Бь:числение правь!х частей

|1равьте части на прямом ходе метода редукции вь|числяются и3 рекур_

рентного соотношения

Р(ь+1) - г{!)', + 6(0р@ + Р!:)?', Р!,) : г'.

3десь для удобства последующих вь|кладок индекс & по сравнению с предь!-

дущей формой 3алиси увеличен на единицу.
(ак уже отмечалось, вь1числения по данной формуле приводят к нарас_

танию вь1числительной погреш.:ности. Более предпочтительнь1м ока3ь|вается

следующий способ вь1числения правь1х частей. Регшение ищется в виде

Р1&) :6(тФ,@ 1,(ь).
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1огда, унитьтвая, что 6Ф+т) : (с(ь:1э _2Б, имеем

((ссь;,: _ 2Ё)р(к-\\ + с1**') :
: с(0'(ё'' + ч!9'' у 6@16(0р\*) + с}')) + о(')р|?'' + ч:\' <+

<+ (6ск);э1'('-') - р!.,) + {1.*',

:2,|'*') + ч!9'' + чР2' + €@Ф|9'- +.р:?'' + ?}*)).

|1оследнее равенство вь|полняется, если

с(ь)(р(ь+1) _ р|')) : р|9'- + р|\' + ч!') ,

(},*') : 2р:'*') + ч[9'' * ,Р''.

Фтсюда, '"'" р['), 4,(*), ,'.'.довательно находятся р|'*') 
^ 

9|'*"' ,р',.,.'
р[') : о 

" ч[,): Р;.|аким образом, вь!числение векторов.4(ь) ''*"' 'а'е-
нить нахождением векторов р}ь), ч!').пр" этом уравнения обратного хода

метода редукции 6Ф)у': !о_э' | !о+э* !4(.) ,р'*у' 
""д

о@ (у, _ р:')) : !а_2п + у;*2' + ч!ь)

3.8.4 Формулировка и обсух<дение алгоритма

€ унетом модификаций, сделанньлх в предь]дущих пунктах, приходим к
следующему алгоритму метода редукции.

1) |1рямой ход метода редукции.

6(Ф 
'(ь) 

: р!9'' + р|?'' + ч!') ;

р(д"-1) - р!.) +'!*), р1') : о;

{}.*') : э'!'*') + ц!9'' * *'', ц|,) : Р';

ё:1'2ь+7,2.2'*',3.2'*',. .. ,2^ - 2ь+\.

с(ь+|) _ (с{к;1э _2Б, €(0) : €;
Ё:0,|,...,п-2.

9равнения относительн' 
'|*) "'*"' ре1цать, исполь3уя разло}кение матриць|

€(ь) на множители (см. пункт 3.8.2):

€|') ,,,' : 0 ! -т,а] ! : |, 2, . . ., 2ь ] ,,.' : р[9'' + п|\' + о|') ;

,|') : ,''',] 6 : 1. 2|+7,2. 2Ё*',3. 2Ё'','..,2* _ 2ь+|.
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2) Фбратньтй ход метода редукции.

6(01@ : у,[_2х + у;*2' + ч!ь) ;

у, : р|') + ь!'); | : !. 2ь,3. 2ь,5. 2Ё,.'.,2- - 2ь;

Ё:тп-1,й_2,...,0.

\1айти *|&) такх,е можно путем решения более прость|х систем уравнений:

6{*)'.': ш!_1.'1 |: |'2,...,2ь; ш0,.[: у._2|, +у6''2' + ч!ь);

|!') :''',,; ё : |' 2ь,3' 2ь,5' 2Ё,...,2- _ 2'.

3омечанце. |1ри указанном способе нахо)кдения значений ,!*) , ,;^'' ",
пРямом ходе нет необходимости вь1числять матрицу 6'(*-т) : (€;'ь 1э 

_ 
''@(м\ арифметинеских действий), поскольку матрицьт 6|Ё) известньл. 8

этом случае прямой и о6ратньтй ход метода редукции равноценнь1 |1Ф 9||€;1}

операций.

|]одсчитаем число операший обратного хода. .(ля ках<лого Ё : гл _
|,Ф_2,...,0 ре|шается 2Ё систем ,'да €|')',.':1-!)!.'7.1 при ка:клопт |:
| . 2ь,3 . 2ь,5 ' 2,,' . . ,2- _ 2к (индекс принимает 2п_к_| ра3личнь|х 3наче-

ний)' |[усть ч - число действий, 3атрачиваемое на ре1пение одной такой
системь|. 1огда число операший обратного хода _ тп2^_1ч'9чить:вая' что
!'{ : 2-, окончательно получим 9(91{1п1{) действий. Аналогично ]\1ожно

подсчитать, что число операший прямого хода метода редукции того х(е

порядка.

.(,ля разностного уравнения |1уассона (см. пункт 3.7.1) л : щ, с :
2Б2 - п?^2 _ трехдиагональная матрица порядка л, _ 1' тем самь|м при-
меним метод прогонки и ч: 9(!'{э).Фтсюда число операций метола ре-
дукции _ о(/{?ш'1п&). 8 слунае модельной 3адачи (3.2)' для которой

щ: 
^ь:1{', 

число действий является величиной @(1й2 1п,л/).

|1риведем оценки числа операций различнь1х прямь|х методов в случае
модельной 3а\ачи'.

о(ш')
о(ш')
о(ш2 1п л)
о(ш21пш)

- мет0д [аусса (не используется);

_ метод матричной прогонки;

_ бь:строе дискретное преобразование Фурье:

- метод редукции.

9исло операций метода редукции имеет тот же поРядок, что и в методе

бь:строго дискретного преобразования Фурье (см. пункт 3.6.3)' но в отли-
чие от последнего метод редукции не требует знания собс'твеннь:х функший
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соответствующих ра3ностнь1х операторов. от метода матричной прогонки
метод редукции вь1г0дно отличается не только числом действий, но и тре-
буемой памятью, однако матричная прогонка применима для систем век-
торнь1х уравнений более общего вида.

3.9 3адачи к главе 3

3адача 3.1. Ёайти собственньте 3начения ) разностной 3адачи

)
ус'.;|;(у;_т*2у;+!;+т):0; [.: |,2,..',[ _ 1; й1/: 1;

ц

у0: у|'{ :0'

- 4 "тЁ/,Фтвет: х': й'*'}, Ё: |,2,.... ш - 1.

3адача 3.2, Аоказать самосопря)кенность разностного оператора

А9;: -9т',;] '!,: \,2,..., ш _ |; Ау;у : |,''',9о : 0.
п

3адаяа 3.3. Бь:яснить, сходится ли метод Акоби для Ра3ностной задачи

!:т1 : -|;: [ : 1,2....,1{' - 1: Ё1/ : 1:

у0: р7, у]'{ : р2.

Фтвет: €ходится'

3адача 3.4. 8ьтяснить' сходится ли метод Ако6и для разностной задачи

9ос,;: _1, ,!,: |,2,. . ,,1{ - 1; [/{ : 1;

!о : 0, !а,м :0.

Фтвет: €ходится.

3адача 3.5. .4,оказать сходимость метода 3ейделя для 3адачи

!;_т1 _ 2у;) + у, -' - !;:_у - 2у;) * у;)+т - г
-____-_ь?- = ь, - -,] !):

у40: у,11,! 
: у0! : !м5 : 0; |,! : |,2,. . ., |{1 й1/ : 1.

3адача 3.6. Аля задачи

ш"(с):_!('),0<о<1;

"(0) 
: 0, и'(1) : 9

построить ра3ностную схему второго порядка аппроксимации и вь|писать
метод 3ейделя для оть|скания ее рещения.
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Фтвет: Бторой порядок аппроксимации имеет схема

!ас'а : -[а; | : |,2,...,$ _ 1; !т]'{ : |;

ь
9о : 0, нс'м : 1[м.

./!1етод 3ейделя имеет вид

уу|') - 2у,|*') + у:1\ : _ !,;,[ : 1,2,.. .' лг - 1;.ь2
(п+1) (а+1)

(п+1) ^ уй '-!й_т' !!о ' :0, _--0,5пэ-: ]м'

3адача 3.7. Фценить скорость сходимости и минимальное число итера-

ший п9(е), необходимое для достих(ения точности € : Ё2, итерационного

метода

,!9' _ 
'4"!" 

* 8, : _!;; | : |,2,...,л _ |; !ъ}х{ : \;

(п+1) (п+1)
уь'"-'' :9#-" :0'

Фтвет: \п(| | ф : о(!'{-'), п9(с) : @ ($2 1п |{).

3адана 3.8. .(ля разностной краевой задачи

(ау-)',а: -!о; 4:|,2,...,д{- 1; й/\{:|;

у0:у1'!:0; 0(с1 ( аа{'сэ

рассмотреть явньтй и неявньлй итерационнь|е методь|:

(п+1) (п\у; ' - у; : @у9))', + !', уР*') : у9*\ :0; п: 0' 1, "' ;
т(п+1) (п\

_!п"'';'-!т''о : @уР\)',+ !', уР*'):91;*') :0, п:0'1,....

Быбрать итерационнь|й параметр т, оценить погре1цность на п-й итерации
и число итераший п6(с), необходимое для достих(ения 3аданной точности с.

Фтвет: ,[,ля явного метода

2 с,А, _ с'6 -,с2|п(||с)т : 
с$ + сА, р: ;^тй, по(с) = 2;_7{,
4 "тБ 4 'т76: 
ь?з|п" 1,^: ь?соэ" 7. '

108



Аля неявного метода

2 сэ_ст , -1€2!€1| : ------|-, Р: ------|-' п0(а, : 1п(]'7а] |п - 

-.
€1*€2 €2*ё1 €у,_€т

Фценка погре1цности имеет вид 1|у" 
_ у|! ( р"!!уо _ у!!.

3адача 3.9. Аля ра3ностной схемь]

!4т1,а5 \ 9аэп',а! : - |а1]

у|0: у|м2: у0] : !м'5 :0;
| : |,2,...'#т - \; ! : |,2,...,!'{э - |; [11{т : \, Б2|'{2: 12.

записать итерационнь1й метод Ако6и и оценить лри Б1 -+ 0, й2 _+ 0 число
итераций п9(о), необходимое для достил(ения заданной точности е.

@твет: 1у1етод 9коби имеет вид

у!!\э _ 
',у*" 

+ у!!,э' уу!, _ 
',у*') 

+ у9|, - с .

-____т---_____т-_-,]!],

у$*') :у*:') :,$*" _ у!?,]') :0;
| : |,2,...,ш1 _ |; ! : |,2,'..,]'{э_|; п:0,|,... .

Фпределяя | и 7 равенствами 2| 12 : \||?+ |||з, 2|п2 : \|ь1+ \|пз,

,, -.2|'|п(|е)[оу1ё1 -* ------ъ;ъ-.т'п'
3адача 3.10. |1остроить попеременно_треугольнь!й итерационнь|й метод

для решения разностной 3адачи

!а',а: _|;'; 6: \,2,.. ., $ _ 1; /ъ]:{ : |1

!о: ум :0'
Бы6рать итерационнь|е параметрь| т и Ф. Фценить число итераший тц(с),
необходимое для дости)кения 3аданной точности с.

Фтвет: |1опеременно-треугольнь:й итерационнь:й метод имеет вид

(' - #) ,@+т|2) : $н!1!'|ц + р|") ; у:;*'/2) : 0;

| : 1/ - 1, [ _ 2, . . ., |; р!") : у[") + (' _ ш _', 
1 ь?1у!),о * т !;;

('- #) ,Ф+т) _ 
$н!:!') + у\"+т|и- у6"*') : 0;

|:!,2,.'.,ш_1.
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14терашионньте параметры вьлбираются равнь1ми

22
?_- гпА

\/6^ 'ут *'уэ
6 6 6 " 4 ,,т!ъ ^ 4

^гт: 
ц11 ,[ф' 1э: 1д' ( : 

^' 

о : 
п2 

$1п- т' ' 
: 

ь,'

1п(1/е)
1огла п9(е) - з#.

3адача 3.11. 3аписать модельную 3адачу

!;_т) _2у';) * уо+т! -'!;1-т 
_ 2у;] * у;'+т - - ['..

---п, - ---- ь, - -'!|1|

уЁ0 : у11,{ 
: у0! : !тт5 : 0; |,! : |,2,' ",]{; й!] : |'

в матринной форме Ау: | для |й: 5.

Фтвет: Бводя сплогцную нумерацию узлов сетки' например' по строкам

у: (утт!эт!зт!цт!тэ!ээ '" уцц)т,

| : 0л !эт !зт !цт !тэ !ээ "' !+а)т,

3десь .8 и Ф _ соответственно единичная и нулевая квадратнь|е матриць|

четвертого порядка.

3адана 3.12. Бьтяснить порядок нисла арифметических Аействий при

ре1цении методом редукции системь| уравнений

ус_т _ €у+ | уа+';': -Р6;| : |,2,. . .,1{' _ 1; у0: р11 у^{ : р2;

гАе !;, €, Ра, рт, ].[2 
_ веш{ественнь]е числа.

Фтвет: @(ш1пш).



|лава 4

1еория устойчивости
ра3ностнь!х схем

4.| Разностнь!е схемь! как операторнь!е

уравнения

4.!.! [1редставление ра3ностнь1х схем в виде операторнь[х

уравнений

Разностная схема представляет собой систему линейньтх алгебраинеских

уравнений, которую мо)кно 3аписать в векторной форме Ау : р' где А _
матрица системь|, у _ искомь!й вектор и 9 - заданнь:й вектор, определяе-
мьлй правьтми частями ра3ностнь|х уравнений и дополнительнь|ми (наналь-

нь1ми и граничнь1ми) условиями.
}равнение Ау: р мох(но рассматривать также как операторное уравне-

ние, где А _ линейньгй оператор, действующий в конечномерном простран-
стве Ё, а у и Р _ элементь| этого пространства. |[ри этом ра3ностная схема
обьтчно определяет семейство уравнений, зависящее от 1цага сетки Б,

Ануп : 9н, !ь,9н € 1{н, А1 : [!7 -+ Ёь.

Размерность пространства нь так)ке зависит от шага сетки [ и, как лрави-
ло, неограниченно во3растает при [ -+ 0.

[1ример 4.1. Аа разностной сетке

9ь: ц'ь| ^{ь: {т;: |!ъ;| : 0,|,. . . , |й; ь|х{ : !);

цп : {ша]'! : !,2,..., ш _ |);'у, : {го,аш};

рассматривается ра3н0стная схема

!о",а: -!;; ё:7,2,. . .,1й' - 1; 9о: Рт, у|{ : р2.

111



Бведем пространство Ём_т : {у("');|. € Фь} сеточнь|х функций, опреде-

леннь|х во внутренних у3лах сетки. [1ерепи1цем уравнения в виде

(А(')у), - 
2!т. 

- уэ : 
"/т * * : 

'''п' |!'

(я{т;,, : -9оп.; : !а : Ра],1 : 2,3,...,|'[ - 2;

,,1']')' -у|',{_2-2ум_т , 'Р2(я'''у)л_; : _____т: 
"|лу_т 

+ ||: рм_1.

.[,анньте равенства 3адают линейнь:й опёратор А0) : Ём_т -1 Ёл_т (действу-

ющий из [{м_:' в Ёл_т), и вектор Р € Ё:у 1. 1ем самь:м ра3ностная схема
мо)кет бьтть записана в виде

д(т)у: р; у,р € Ёш_т.

]от >ке оператор мо)кно ввести иначе. Рассмотрим пространство функций

н$_' : {у(",); ш; € 97, уо -- уту : 0),

определеннь]х на сетке 0ь и обращающихся в нуль в граничнь1х у3лах.
1огда оператор 1(т) , Ё$_' 1 Ём. '' мо)кно определить единообразно во

всех у3лах €01(1'1 с:]д!

6{т:,, : _!лл.|]'1 : !,2,...,ш _ || уо :9л : 0.

|1ри этом ра3ностную схему по-пре)кнему мо}кно 3аписать в виде

д(т)у : 9; у с Ё|у_', р € 1{м_:'.

Фтметим' что пространствФ Ёд-1 совпадает с пространством Ё$_', если
элементь| 1{д-1 .{ооп!еделить нулями в граничнь1х узлах сетки.

||ример 4.2. в прямоугольнике € : {0 < 
'' 

( 11, 0 1 $2 1 12} введем

разностную сетку 91 : ыь\) 1ь:

ш;! : (пт,а,пэ1); шт'а: |/ъ1, т2,5 : !й2; \|{1 : 11, /ъ2!\{2: |2',

цп: {то1, |: |,2,...,&; -1; ! : \,2,...'1/: - 1};

^|п : {о;9,а|мэ,00!,$м1!, 1 : |,2,...,ш1 - 1; ! : \,2,...,м2 _ 1'}.

Рассмотрим ра3ностную 3адачу .(ирихле для уравнения |1уассона

(!а'', + !!о'"') 63 
: - !аэ, п15 € о7; 9] 

', 
: 0'

Аналогично предь1дущему примеру введем пространства

|{(") : {у(''э); о61 € ш1]1;
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Ё'(о) : \н(хц1:л;, € 9д'}!', :0}:
41п:Ё(о) : а1гпа0(о) : (щ _ т)(ш: - :);

и линейньтй оператор А:н0(о) -+ н(ш), определяемь1й равенствами

(Ау);э : -(9'''' * 9т""');), $1! с Фн, 9 ,':0.
Ёапомним, что свойства этого оператора подробно обсу>кдались в пунк-
те 3.1.1 предьтдущей главь|. Разностное уравнение |1уассона примет вид

Ау:р;9сн0(о),9сн@)'
Б слунае неоднороднь!х граничнь|х условий достаточно и3менить правую
часть 9 в приграничнь|х у3лах сетки так )ке, как это делалось в предь1ду_

щем примере.

Фтметим, что мо}кно бьтло ввести оператор' как А : н(о) -+ 11(о), нто
привел0 бь: к более громо3дким формулам, определяющим,4,.

4.!.2 (орректность операторнь|х уравнений
||усть разностная схема 3аписана в виде операторного уравнения

Апуь: 9п, 1!ь,Рп € [{п] А1 : Ё7, -+ [{ь. (4.1)

БуАем преАполагать, что в пространстве ]!ь зад.ань| нормь! !!. !с'^: и | .||с:^:'

Фпределение. }равнение (4.1) назьлвается корректнь!м' если
1) решение уравнения 9ь существует и единственно при любь1х 9п € |{ь;
2) сушествует постоянная 11[ > 0, не зависящаяот !ъ' такая' что при любьлх

рп € [{ь вь1полняется оценка

!1уа !! с'^: < м !]рь!]с'о.

Фпределение. €войство 2 назьтвается устойнивостью разностной схемьт,
записанной в виде операторного уравнения (4.1).

3амецанше. }словие 1 эквивалентно существованию оператора А;', 
^условие 2 _ равномерной по [ ограниненности А11 '

.[,алее будем считать, что в пространстве -л! введеньт скалярное прои3_
ведение (у,,)ь, подчиненная норма |9| ,: \к'у3)'.

1еорема 4.!. Ёслш с!щеспвцеп поспоянная 6 > 0, не 3авшсящая оп
й, пакая, чшо прш лю6ом пц € Ё7, вь!полнено неровенсшво

(А1о 7, о 1') 7, 2 6 |], ,!|'',
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/по уравненше (4.|) коррекпно ц аля еео рец|енця вь[полняепся оценка

!ул!!л ( 6_' !р, !,.

' 
Аока3ательство.
1) [1усть 2д _ !€шение однородного уравнения А1,э7:0, тогда

6|]'ь]|'' { (А1э1,, аь) : 0 + !|'ь|!ь: 0 <+ аь: 0,

то есть однородное уравнение имеет только тривиальное ре1]]ение. 3то рав_
носильно существованию и единственности решения уравнения (4.1) при
любой правой части.

2) |1усть }д _ !е1]]ение уравнения (4.1).1огда с учетом неравенства
1(огпи - Буняковского получим

6||уь|'ь { (Аьуь,уь)ь: (рь,уь)н ( !!р, !, |уь||' + |!у,!!, ( 6_'|р'| ,.

А }твер)кдение доказано.
Фтметим свя3ь неравенстьа (Ао,ц) 2 6!|о|\'с оценками спектра операто-

ра А. 3десь и далее, где это не вь13овет недора3умений, индексьл 7 в залиси
буАем опускать.

.]1емма 4.1. Бслш с!щеспвцеп поспоянн&я 6 > 0 пакая, чпо прц лю-
бьсх о € Ё вьополнено неравенспво (Ао,о) 2 6|!о||', по все собспвенньсе
3наченшя ), операпоро А _ 0ейспвшшельнь!е ццсла, у0овлепворяющше
неравенспву ),)- 6.

? .(оказательство. |1усть ) _ произвольное собственное 3начение опе-

ратора А, а р _ отвечающая ему собственная функция, тогда

^| 
р\|' 

_- (Ар, р) > 61|р1]' + ),2 6.

А 9твер)кден ие доказано.
Б слунае А* : А верно и обратное.

.}1емма 4.2. Ёслц сущеспвуеп поспоянная 6 > 0 пакая, цпо все соб-
с!пвенные 3наченця ), самосопряэюенноео операпора А ц0овлепворяюп
неравенс/пву \) 6, по прш лю6ьсх о с [{ (Ао,о) ) 6|1о||'.

!.(оказательство. Б слунае А*: А существует ортонормированньтй
6азис {р1) пространства Ё из собственньтх векторов оператора А, а значит

для прои3вольного 1, € н

,: 

' 

сьРь } (Ао,ъ):|)'ьс|,> 6'с2ь:6!о!12.
ььь

А }твеР>кдение дока3ано.
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€ледствие. Ёслш А\: Ап' ц сущеспвуеп пос!т[оянная 6 > 0, не 3авцся-
щая оп й, пакая, чпо мшнцмальное собспвенное 3начен11е ),^1,(А) опе-

ропора А7 ц0овлепворяеп неравенс!пвц ).;,(Ал) 2 6, по уравненше (4'1:)

коррекпно ц 0ля еео решеншя выполняепся оценка !!уь!!ь ( 6-'!1рь!1,.

[1ример 4.3. Бновь рассмотрим разностную задачу примера 4.1. Б про-
странстве Ё$_, введем скалярное прои3ведение и подчиненную ноРму

ш_1

(н, ,) ,у _, : | иао;7; !|и|!'';,_' :

1огда оператор ра3ностнойзадачи,4(1) является самосопряженнь!м в Ё$_' и
справедлива оценка 

^.!"(1(1)) 
) 9| |2 для прои3вольнь|х Ё (см. пункт 3.1.1).

Фтсюда вь|текает корректность ра3ностной задачи и вь1полнение оценки

!!э!!4_, { (9/,')_'!1р!!н* 
'

|[ример 4.4. в случае разностной схемь1 и3 примера 4.2 скалярное про_
и3ведение и норма в Ё0([2) определяются как

щ_1л?_1
(у,о)ц'р1: 

' ' 

у,;'!1).эп|н2,!1у{!'.со; :
|:1 !:1

Фператор разностной задачи А является самосопря)кеннь|м в н0(г)), и
его минимальное собственное 3начение оценивается снизу константой 6:
9|11+9|13' €ледовательно' разностная схема корректна и для ее ре11]ения
справедлива оценка !!у!!д.сп; < (9/,? + 9 | !3)_1|||||н"@).

4.!.3 Фператорь| первой ра3ностной производной

Ёа сетке 97,: {с;:|Б;,!':0, 1,...,л, ьш: ]} рассмотрим разностное
уравнение первого порядка

9та: |;, |:|,2,...,1{; уо: р|.

Аанная задача корректна, поскольку ее ре1пение 3адается явной формулой:

9;: !о_т ! й|;; ,1': |,2,.. . , |{'; 9о : Р:' + у': р| *|'т,'
!:\

из которой следует и устойнивость:

!]у!1с < !р,! + ,]!/]!с' где !!у!!с : 1э5 ]у'].

(и,н) ,у_'

(у, у)н.сп;.
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Бведем пространство Ёд : {у("');,!, : \,2,.. ' 
' 
ш} со скалярнь1м произ-

ведением

]у

(у,,)'*:|н',,|.

@пределение. Фператор А: Ёу ) |{м, определяемь1й формулами

(Ау), : \; (лн)' : !а,;] ё : 2,3,..., ]'{;

на3ь|вается оператором левой разностной производной.

3амецанше. Рассматриваемую ра3ностную 3адачу можно 3аписать в виде
Ау: р, |де р: (рт+рт|/ъ 9у 9з ..' 9]{)т .

/1емма 4.3. Фперапор А* : Ём -+ [{у, соп!я9юенньсй оперопорц левой

разноспной прошзво0ной, за0аепся формуламш

(А-о); : -1)с,;, ё : !,2,...,ш _ 1; (А-о)у :\.

? Аоказательство.

(Ау,,)н* :|(лн)','й : у',, +|@а _ !о_т)о4 :
о=1 1=2

ш л-1 }/_1

:|н,,'_ | у','*': _ 

' 
,'ц#7+у'}ь: (у,А-о)н*.

,=1 !:1 1=1

А }твер)кдение доказано.

Фпределение. Фператор А* на3ь:вается оператором правой разностной
производной.

.]1емма 4.4. @перапор левой разноспной пронзво0ной А полоэюцпель-
но опре0елен, ц верно равенспво

1^'ш
(Ау, у) н, :'^су? + ун) + !7' у3,ь, ! _!=2

? Аоказательство. Аля прои3вольного у € [{у

.|{ ш -|{

(Ау,у)н* : у? +2',, _ 9о-т)уа:2'? _|,+',':
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1 л ш 1ш_1: ;, у? -, !;_т!; т т2 ,?_' :
|:\ |-2 1:2

|1редполагая, нто (Ау,у)н* : 0, полуним

1л
+ * )-(у' - уа т)2 }- 0

ут : 0; у1 : у|_1, | : 2,3'...,|{' + у : [.

А 9твеР>кдение дока3ано.
3омечонше. 14з поло>кительной опрёделенности оператора ,4 следует

поло}кительная определенность сопря)кенного оператора А*, поскольку
(Ау'у): (у,А-у): (А*у,9) для прои3вольного } € Ёд.

4.2 }(анонический ву|д и условия устойчивости
двуслойнь|х ра3ностнь!х схем

4.2.! [(анонический вид двуслойнь!х ра3ностнь!х схем

3апись ра3ностнь|х схем в виде операторнь1х уравнений А7у7: 91,, !\об-
|1ая для стационарнь!х задач' ока3ь|вается недостаточно детальной при пе-

реходе к нестационарнь|м разностнь1м схемам. [1оэтому при исследовании
двуслойньтх и трехслойнь1х разностнь1х схем исполь3уются другие формьт
залиси.

|1усть, как и ранее, нп: {у(");, € г2[} _ пространства функций задан_
нь1х на разностной сетке ()1, ра3мерность которь|х 3ависит от 1пагов сетки
й, где ]ъ считаются векторами с нормой [|.

Ёа отрезке [0; ! ввепем сетку по времени

ы": {[': пт; п:0, 1, ...,Ё; т( :!}.
Булем рассматривать фун*ции уь.'([') € ф дискретного аргумента [п с Фт,
которь!е могут зависеть параметрически от /ъ и т. Б дальнейш:ем буаем
обозначать у, : уь'"([,).

Фпределение. [[усть 3адань1 линейньте операторь! Б:', Бу .. Ё1, -+ Ё1, и

функции 9,,!о € [{7. ,\вуслойной разностной схемой на3ь!вается семейство
операторно-ра3ностнь1х уравнений

Б:'!п+:' \ Бэ|' : 9п, п: 0, 1,. .., к - |.

Рассматривается 3адача [{оцли'. ло 3аданному элементу уо € 1{ь и 3адан-
нь|м 9п € Ё1 найти решение 9? данного уравнения для всех п: !,2,. . . , к '
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3амечанше. 1ермин <<операторно-ра3ностное уравнение> о3начает, что

рассматриваемое уравнение является разностнь|м по п уравнением с опера-
торнь1ми коэффишиентами,

|[ерепиш.:ем уравнение в виде

тБт4 * (Б: * Бэ)у^: 9,
|

и введем операторь] Б : тБт и А:Бт ! Бэ,

Фпределение. каноническим видом двуслойной разностной схемь! на-
3ь!вается ее 3апись в форме

3!п+| - !п * Ау,: 9'] п :0, 1,...,к _ 7.
т

3омечанше. Фператорьл А, Б и функция Р могут 3ависеть от п, т и п'
то есть А : А7','(['), Б : 81,"(["), Рп : 9ь,т(['), в отлиние от канонической

формьл однощагового итерационного метода, в которой А и 9 не зависят от
тип.

3амецанше.3апись двуслойньтх схем в канонической форме облегчает
их анализ и сравнение. }словия устойнивости схем }Аобно формулировать
в терминах свойств операторов А и Б.

[1ример 4.5. Ёа разностной сетке

91 : {с6 : |7;Ё : 0, 1'.. ., |{;Б!'{ : !};

ц' : {|, : пт; п: 0, 1,. ..,!{; тЁ : !};

рассмотрим схему с весами для уравнения теплопроводности

^ -п+\ ^ .п9; - 9; : оу!,:,!+ (1 - о)у#",;:
т "!'|

!:7,2,'..'ш_ 1; п:0'1,... .!{ -1:
у3*' : уш'' :0; у| : шо(п;).

Бведем пространство нь: {у('); п4 € 97, у0 : у|'{ : 0} , оператор

А: 1{1-+ [{й (Ау)': -!о',;] | : \,2,.. . , ш _ 7; уо: !м :0.

Фбозначая 9': (0у? у\ ... 9?т-т0)т с Ё1,, гье у[ : !(шо,Ё'), перепит.пем

схему в виде операторного уравнения

!п+| _ !п
+ о,1уп+1+ (1 _ о)Ау,:0, '

т
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которое буАем назьтвать двуслойной операторно-ра3ностной схемой с веса-
ми. Б канонической форме залиси уравнение примет вид

^!!п+1 - !пв "'"'' -'' ! Ау': 9п', |[е Б : Б ! отА, 9п:0'т

[1ример 4.6. Аа той )ке ра3ностной сетке, что и в предь|дущем примере,

рассмотрим ра3ностную схему

-]1у:*' : 0,5(у?_'+у?*); ё : 1,2,...,д[ - !; п :0, 1,...,|( - |;

у6*' : уг' :0: у| : шо(л;).

|1ерепигшем основное уравнение в виде

у?*, - уг :0.5(у!_т - 2у? +у,1: ) <+ # : !!".;.

Фтсюда получим, что в канонической форме з'аписи,4 _ оператор и3 предь1_

дущего примера' Б : Б, т :0,572.1ем самьтм схема представляет собой
частньтй слунай схемь1 с весами л|и о:0, т :0,5/ь2.

3амецанше. |1оследний вь1вод не бьтл столь очевиден до приведения схе-
мь1 к каноническому виду.

4.2.2 }стойчивость двуслойньтх схем

.4,алее булем предполагать, что в канонической форме записи двуслойной
схемь!

,щ+ * Ау':9,] п:0,1,... ,!{ -|, !о € Ёь. (4 2)

для всех Б, т и п у оператора Б : Бь''(|") существует обратньтй оператор
Б_1. 1ем самь1м гарантируется существование и единственность ре1пения
3адачи (4.2), то есть первое условие корректности разностной схемьт вьт-

полнено.

БуАем снитать' что в пространстве нп3адань1 нормь1 !.!!т' и 1.11''.

Фпределение. Разностная схема (4.2) назьтвается устойнивой, если су-
ществуют постояннь|е ]|[т > 0, ]\[у > 0, не 3ависящие от [, т и п' такие,
что при любьтх правь|х частях 9ь,т(|п) € [{1 и любь!х начальнь|х даннь|х
!о € Ён для ре1пения уравнения (4.2) вьлполняется оценка

(4.3)
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Ёаряду с уравнением (4.2) рассмотрим однородное уравнение

3!п+т - !п * Ау' : 0; п :0, 1,...,Ё _ |; !о € Ён,
т

и уравнение с нулевь!ми начальнь1ми даннь1ми

39п+| 
_ 9п ! Ау, : 9п\ п :0, 1,...,Ё _ |; !о : 0'

(4.2',)

(4.2")

Фпределение. Разностная схема (4.2) назьтьается устойнивой по началь-
нь!м даннь|м' если существует постоянная !\\ ) 0, не зависящая от ь, т и

п' такая, что при любьтх любьтх начальнь|х даннь!х !о € Ёп для ре11]ения

уравнения (4.2') вьтполняется оценка

!!у"!1', ( А[:|уо|\э 1:\,2,...,к.

Фпределение' Ра3ностная схема (4.2) назьтвается устойнивой по правой
части, если существует постоянная ||э > 0' не зависящая от !ъ, т и п, такая,
что при любьтх правь1х частях 9ь,'(|,) € Ёп !'ля решения уравнения (4.2|/)

вь1полняется оценка

!!у"!!'^ < % 
'=?&*_, 

!|рэ1!у^; п = !,2,. .', к'

3амечанше.8 силу линейности уравнения (4.2) олновременное наличие

устойнивости по начальнь|м даннь|м и устойнивости по правой части рав-
носильно устойнивости разностной схемь] в смь1сле первого определения.

Фпределение. Разностная схема (4.2) назьтьает ся равномерно уст ойни-
вой по начальнь!м даннь!м, если существуют постоянная р ) 0 и постоянная
Р[1, не 3ависящая от 7, т, п, такие' что при любьтх любьтх начальнь!х дан-
нь1х }6 € Ёь !,ля решения уравнения (4.2') вьтполняется оценка

!!у"*т!!т^ { р1у"!',] ':0,1,"',Ё -1',

причем р" { 14т'

3омечанце. Бводя оператор перехода 5,: 51,,'([^) : Б - тБ_1 А, пере-
пи1цем уравнение (4'2') ь БА\ё !74: 1'!,. 1ребование !!у"+:!т' ( р| у"||''
равносильно ограниченности нормь1 5', то есть !!5"!! < р, и влечет за со-

бой неравенство ||у'|]1' { р"||уо||'^. |1оследнее означает устойнивость по

начальнь1м даннь!м, если р, < йт. 1ем самь|м равномерная устойнивость _
требование более сильное, чем просто устойнивость по начальнь!м даннь]м.

1еорема 4.2. [1успь схема (4'2) равномерно успойишва по нацальнь!м
0анньсмв норме 1! !!'^ и0 { пт {!. 7ое0асхема(4.2) успойншваш
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по правой час/пц, прцчем 0ля ее решеншя выполнена оценка успойишво-
спш (4.3)

1!у"!!'^ { $''|1уо1т,+ %'*?.}}_' |1рэ|1'^'

в копорой ||рэ1|'^: ||в;1ез\|т" ш \[2: у'7.

у Аока3ательство. |1ерепиш.:ем уравнение (4.2) лри п: ! в виде

9э+т:5эуэ\тБ1|Рэ, гле 53: Б -тБ;|А1'
8 силу неравенства треугольника и требования равномерной устойнивости

!1уэ*'!!', < 1!вэ!] !уэ1!', + т\|в11еэ|'^ { р !!у;!!'^ +т||Б;\рэ!\т^.

?1спользуя эту оценку при ка)кдом 1 :0,7,. . . 
' 
п, получим

1!у"+:||т' ( р'*'!1уо !'^ + ! тр'_1||Б7|е+1\т, {
"1=0/\

< щ ( !]у01!1, + 7^щц !!Ё''р; !', } .

\ ш<]<, /

А }твер)кдение дока3ано.
3амечанше. [сли сушествует постоянная !\[3 такая' что ||в;1 1! < [\л|и

любьтх й' т и ] : 0,1,' .',к - 1, то оценка устойнивости примет вид

! ] у" ! ]'^ ( 
^['||у 

,||', * ![ 2}|\'*?3}-, ! ] рэ ! !'^,

€ледствие.,0,ля у спойн11воспш 0 ву слойной схемь[. 0 оспапочно р ав но -

мерной успойншвоспш схемь[ по начальньсм 0онньсм'

4.2.3 1еорема об устойнивости по начальнь1м даннь|м

БуАем предполагать, нто в ф введень! скалярное произведение (у, о)п

и норма !!у!!,: уп7Б' а так)ке энергетическая норма |у||д: ](мтБ,
если ,4* : А > 0 (см. пункт 3.2.3). .[,ля упрощения залиси индекс [ у
скалярного прои3ведения и нормь| буАем в дальнейшем опускать.

1еорема 4.3. 17успь в схеме (4.2) операпор А являепся самосопря-
эюеннь!м, поло?|сцпельно опре0еленнь!м ц не 3авшс!1п оп п' [ое0а прш вьг
полненшц операшорноео неравенспва Б ) 0,5тА схема (4'2) равномерно
успойншва по начальньсм 0анньом н 0ля решеншя о0норо0ноао уравне-
ншя (4.2') справе0лшва оценка

|!'+т|д( !!у"!!д; га : 0, 1, "',( - |'
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7 Аока3ательство. Фбозначив ус: (у'+т - у)|т и умно)кив уравне_
ние (4.2') скалярно н2 }1, пФ.4}9им

(Бу',у') * (Ау,,9*) : 0 ++

<+ ((в _ 0,5тА)у1,уь) | (0,5тАус * Ау,,!с) :0.

9читьтвая то)кдество 0,5тщ \ 9' : 0,5(9' | у'+т), приходим к равенству

((Б - 0,5тА)у*,уъ) * 0,5т_\ (А(у'+т ! у'),9п+1' - !') : 0'

|1о условию теоремь] первое слагаемое неотрицательно, отсюда, учить1вая'
что А* : А> 0,

0 2 (А(у"+т * у') , у'+т - у") : (А!'+т, !,+т) - (Ау'*т, у')*
* (Ау^, 9 ,+т) _ (Ау,, у ,) : ||у"*'\|\\ 

_ 
| уА1',.

|1оскольку операт0р А не зависит от п, в полученном неравенстве

|1у"+т||д ( !!у"!а

нормь! в правой и левой части одинаковь1.

А }твер)кдение дока3ан0.
3амечанце. Б теореме 4.3 оператор 6 мох<ет бь:ть несамосопря)кеннь!м

и 3ависеть от ??.

[!ример 4.7. 8ернемся к рассмотрению ра3ностной схемьт с весами для

уравнения теплопроводности и3 примера 4.5, основное уравнение которой -

ф,': ,у#},! + (1 _ о)у2'';.

Ёапомним, что в канонической форме залиси схема имеет вид

(Ё + отд)!!_!- з1 ! Ау": 1.
т

3десь оператор А, свойства которого подробно обсу>кдались в пункте 3.1.1,

определяется равенствами

@у), : _!а',а', | : !,2,..., ш _ |; уо : }п : 0

и действует в пространстве Ё7: {у(",);о6 € 91, у0: ум: 0} со скалярнь1м
прои3ведением

ш_1

(у,,):2у',,'ь.
1:1,
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|1оскольку А- : А > 0 и не зависит от п, для устойчивости
точно вь1полнения неравенства

Б:Б*отА)0,5тА <+ (0'5 _о)т(Ау,у) < !!у!]'уус

}нитьтвая' нто

(Ау,у)< }-"*(-4)!!у!!2, }-^*(А) : #*:'*,
приходим к неравенствам

1

т.\-.*(,4)'

устойнивости схемь!

схемь| доста-

[{1.

(4 4)

(0,5-о)т.\-*(А) < ' ' ">'1
Фтсюда получим достаточное условие

\п'о2---.'2 4т

3амечанше. Б пункте 2.5 методом гармоник пока3ано' что полученное

условие такх{е является необходимь|м для устойнивости схемь| с весами
(см. пример 2.2).

где А _ оператор, действующий в пространстве ф со скалярнь|м прои3ве-

дением (у,,) 
" 

нормой 1|у! : '/@Б' 
о _ числовой параметр. €хема имеет

каноническийвид(4.2), где Б: Б+отА. Аалее, как и ранее, предполагаем
существование Б_1, однако не требуем самосопря}кенности и п0ло)китель_

ной определенности оператора А.

1еорема 4.4. Ёслн неравенспво (о-0,5)т| Ао |2 +(Ао, о) > 0 вь!полнено
прш любьсх о € Ё7, шо схема (4'4) равномерно цспойншва по нацольнь[м
0анньсм ш 0ля ее решеншя спрове0лшво оценка

!!у"*'!! ( 1|у"|; ': 0, 1,. .., Б _ |.

! Аока3ательство.3апигпем схему (4.4) в виде 9п+7:59'.3десь 5:
Б-тБ_1 А, где 8: Б+отА.3аметим, что в данном случае операторьт Б-1
и А перестановочнь|. .[,ействительно,

вА: (Б * стА)А: А(Б ! отА): АБ +
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+ в_|А: в_1Авв_|: в_|вАв_|: Ав_|.

Рассмотрим неравенство !!у"*'!! ( ||9"||. 1'1меем

||у*'||' : 1|3у"1|' : (у,_ тБ_|Ау',у' _ тБ_1Ау') :
: \!уА|, _ 2т(Б_1Ау.,у.) + т211в_'Ау,||'{ 1!у"||2 <+

+ (Б_1 Ау',у^) 2 0,5т||Б_' Ау,|1' +
+ (АБ_1у,,у,) 2 0,5т||Ав_'у'||'.

@бозначим о : Б_|у'.1огда неравенство примет вид

(Ао, Бо) ) 0,5т||Ао||2 э (Ао,о \ отАо) ) 0,5т||Ао||2.

|1о условию теоремь| последнее неравенство вь1полнено при любьтх ш € Ё1.

А }твер)кдение дока3ано.
3амечанце. Бсли оператор А зависит от п, то для равномерной устой_

чивости схемь1 (4.4) необходимо потребовать вь|полнения неравенства и3

формулировки теоремь1 при всех п:0,\,..',к _1'

3амецанше. Бсли оператор ,4 поло>кительно определен, то при о 2 |12

схема (4.4) устойнива при любьлх т, то есть абсолютно устойнива.

[1ример 4.8. Рассмотрим краевую задачу для уравнения переноса

0ш 0ц
- +*::0,0<'<7,0<г(]:
о[ о$
ш(0,с) :0, ш(с,0) : и9(а).

Ёа разностной сетке (,)ь' : 9ь х 0т, где

91 : {п4:'!'/ъ; '!,: 0, 1, . . . ,1{', А./{ : 7};

о.: {[': пт'1 п:0, 1, ...,Ё, т!{ :!};

аппроксимируем 3адачу разностной схемой

ф|1

: +оу::| + (1- о)у?,а:0;'1':|,2,.'.,Б, п:0,|,...,Ё -\;т
уР : шо(ш;), у3:0 (п:0,!,-..,к).

Бведем пространство Ё,: {у(",);$; €97, уо:0} со скалярнь|м прои3ве-

дением и нормой

'у(у, ,) : |н,,'п, 1|у|! :'/ (у А.
,!.:\
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3ададим оператор А: Б1 _+ ф формулами

@у),: !о.;] | : |,2, . . ., /{'; уо : 0.

1огда разностную схему мо)кно 3аписать в виде (4.4)' в пункте 4.1.3 по_
ка3ано, чт0 введенньтй оператор левой ра3ностной производной не является
самосопря)кеннь!м.

€огласно лемме 4.4 лри любом 9 € н вь1полняется то)кдество

Аш
(Ау, у) : +Ёу1 ;А + \ : !п''п, + +'

1:7

[огда условие устойнивости и3 теоремьл 4.4 привоАит к неравенству

(о _ 0,5)т||Ао||2 + о'ьь11ло]|2 + 0,5о2" >- 0,

которое вь|полняется при всех ц € Ё тогда и только тогда, когда

\/ ь\,2;11_ _ )
/\ !/

!анное неравенство и представляет собой достаточное условие устойниво-
сти схемь|.

3омечанше.14з неравенства следует' что явная схема (о : 0) устойчи-
ва при условии т ( й,. 3то ;ке усл0вие является необходимьтм условием
устойнивости схемь| и условием ее монотонности (см. пункт 2.5). Фтметим
так}{е' что неявнь|е схемь1 при о ) 0,5 абсолютно устойнивьт вследствие
поло)кительной определенности оператора А.

4.3 ](анонический вид и условия устойчивости
трехслойнь!х ра3ностнь!х схем

Фпределение. |1усть 3адань| линейнь:е операт0рь| Бо,Бэ',Б2: |{1, -+ 1{1,

и функции 9п,9о,!т € 1!6. [рехслойной разностной схемой на3ь|вается се_
мейство операторно-разностнь1х уравнений

Бэ9'+т* Бт9'* Бо!,_т : 9п, п : |,2,...,к - \.

Рассматривается 3ад2ча !{оц;и: по заданнь1м у0,у\ € Ё7 и 3а\аннь|м
правь1м частям 9' € 1{ь найти регпение уп дан\1ого уравнения для всех
п:2,3,. . . ,к.

\25



3амечанце. |[редполагается существование обратного оператора Ё11,

что гарантирует существование и единственность решения ра3ностного

уравнения.
3амецанце. Фператорь: Бо' Бт,62 мог}т зависеть от Б' т и п, а функция

р' _ от Б и т,

Фбозначим 92 : (9,+т - у") | Рт), 9тс : (!'_у - 2у, \ у'+т) | т2 . Аспо льзуя

то)кдество

!п!1 : у' ! 0,5(у,у1 - !,_т) * 0,5(9'_1 _ 2у' + !'+т) э
ё у'+:' : 9' ! ту7 * 0,бт2у11,

перепишем уравнение в виде

т(Бэ - в,)у|+ 0,5т2(Б2* Бо)уп + (Бр + Б1! Б1)у': 9'.

Бведем операторь| Б:т(Бэ_ в,),Р:0,5(Бэ|_ Б1) и А: Бэ*Б1*39.

Фпределение. [(аноническим в|1дом трехслойной разностной схемь1 на-

3ь1вается ее 3апись в форме

Бу7+ т2 Ру4 \ Ау, : ц,| п : |,2,.' ., к _ |.

3амецанше. Б каноническом виде (4.5) мо>кно 3аписать любую трех_

слойную ра3ностную схему, если операторьг Б9, Бт, Бу линейньте, а сетка
0.'т равномерная.

3амецонце. €ушествование Б'1 эквивалентно существованию операто-

ра, обратного оператору в +2тР'.

Рассмотрим однородное уравнение

Бу2+т2Руу* Ау':0; п:|,2,...,Ё _|; !о,!:, € 1{н' (4'5')

1еорема 4.5. |/успо А ц Р являюпся самосопря?юеннь!мш операпо-

рамш, не 3авцсящшмц огп п. Ёслш вь[полнень| операпорнь!,е неравенспва
п > +А > 0, в }- 0, по прш любьсх !о, !т € [{7, 0ля ре1|!еншя о0норо0ноео

уровненця (4'5') справе0лшво неровенс/пво

!!у"+:!!- ( ! у"1!-; п: |,2,.. . ,1{ - |; е0е

1|уА|? : 1@@ " 
| у ,_т), 9, | 9,_т) + ( (л - 1ц @ " 

_ !,_:), 9' - !'_т)'

.('оказательств0 этого утвер)кдения (см. [{]) не входит в программу дан_

ного курса лекций. 3десь лигць отметим, что оно основан0 на во3мо'{ности
,р''.{."'" трехслойной схемь1 к двуслойной в пространстве Ё7:1{ьФ|!ь
векторов вида {щ,9э), где у|,у2 с [71, и л|именении теоремьт 4.3 для дву-
слойньлх схем с самосопря)кеннь1м оператором.
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[1ример 4.9. Рассмотрим первую краевую задачу для уравнения коле-
баний струньт

02ш 02ц

0[2-0т2)ч\*
0ц

ш(-с,0) : и9(г). |(л'0) : п9(л). 0 ( "г ( 1;'о[
ш(0,ь): ш(!,ь):0' 0 <, < 7.

Ё{а разностной сетке 0ь' :0ь х @т, где 
-

91 : {п; :'!,/ъ; |: 0, 1,...,1{; А1/ : |};

ц": {[,:пт; п:0, 1,. ..,Ё; т|{:!);
аппроксимируем 3адачу ра3ностной схемой с весами

у?, ; : отуЁ},! + (1 - от _ оэ)!Ё,"'о + 
"эуЁ''|:

'о : 7,2,...,ш _ 1; п : |'2'..., !{ _ 1',

уР : ш,(''), у| : ао(уо); у3 : у\т:0.

3амецанце. Функция й9(п) вьтбирается исходя из требуемого порядка
аппроксимации. Ёаприме|, п|и о1: о2 порядок аппроксимации по времени

дол}кен бьлть вторьтм. |1окал<ем, как 3адается йо(т;) для аппроксимациина-
чального условия со вторь!м порядком. |1усть и(г, Ё) - лостаточно гладкое

решение дифференциальной задачи. 1огда мо>кно считать, нто дифференци-
альное уравнение верно и лри [ :0. Аппроксимируем первую прои3водную

функции и по времени в точках (г1,0) разностной производной вперед, то-
гда, опуская аргументь| (с1,0) функшииши ее производнь1х, получим

^ |/ 0ц т202ц \ - " 0ш т02ц
ц? ; : т[, -'п * тф - " ) 

* 9(т") : й' т# | 0(т') :
0п;: #(.'. 0) _ 0.5тш!,, , + Ф(т2 + А2).
о[

Фтсюда следует, что ра3ностное уравнение

у|';: оо(т;) | 0,5ту!".,

имеет второй порядок аппроксимации на рещении исходной дифференци-
альной 3адачи. 1аким образом, достаточно 3адать

й9("т;) : ш0(л') -! гйо(л,) + 0.5т2(и9(г;));,.
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Б пространстъе [!7,: {у('');о6 € 911, уо: ум: 0} со скалярнь!м прои3-

ведением и нормой

ш_1

(у,,) : | н','п, |1у!| :'/6Б
|,=\

3ададим оператор А: Ё1 -+ Ё;

(Ау)' : _!а',а| ё : |,2,...'ш - 1" у, : 9м : 0.

1(ак и ранее, обозначая 9': (0у?уу "'!?у_т0)т с |{7", где у!; : у(т;,['),
перепишем схему в виде операт0рного уравнения

уп + о|Ауп+|+ (1 - о1 _ о2)Ау' ! о2Ау,_1 : 0.

Бновь восполь3уемся то)кдеством !п!]: у'*т!|#0,5т2у11 и приведем урав-
нение к виду

(о1 _ о2)тАу|+ @ + 0,5т2(ц ! о2)А)щ1* Ау,: 9.

1ем самьтм в канонической форме записи (4.5)

Б : (от _ о2)тА, ": #' *,'!',',.
}читьтвая, что операторьт А*: А > 0, Р*: Р и не 3ависят от п, !'ля устой_
чивости схемь1 согласно теореме 4.5 достаточно вь|полнения операторнь|х

неравенств:

820 е от2оэ,
] 1 *(от+сэ_1)'>0<+п';А.7'\ 2 4/
1''''' /о'+оэ_1\г^'.о)>0 ?9с#6.э '||у||'*[ , -+)к:+н,!)>о

|1оскольку (Ау,у) < (|н')||у||'при всех 9 € Ёп (см. пункт 3.1.1), последнее

неравенство вь1полняется при условии' что

| 4 /о'+оэ 1\ . ^!-:---------:-- !>0.т2 ь2\ 2 4) -"'

Фкончательно условия равномерной устойнивости схемь| примут вид

о:*бо |/ 1\ т2о1}-о2,_>а['_7),^т:р

128



3омецонше. [ля симметринной схемьт (о1 - о2 : о) второго порядка
аппроксимации условие устойчивости примет вид о 2 (\ - ||1)|4. Б част-
ности' явная симметричная схема (о1 : о2:0) устойнива при т ( й..

3амечанше..&1етодом гармоник мо}кно пока3ать' что те )ке условия яв-
ляются необходимь]ми д я устойчивости схемь1 с весами.

[1ример 4.10. Ёа то )ке ра3ностной сетке, что и в предь1дущем приме_

ре' рассмотрим уравнение

у?*' - у?_' - у?*, - (у?*' + у?-') + у?_' ^,п ^'п п
2т ь' э '9о : '9м : +)'

Б канонической форме записи уравнение примет вид

-2 1

!7+ р!г* 
! Ау :0 + Б : Ё, Р: 

ь2Б.

3десь ,4 - тот }ке опера1 ор второй разностной производной, что и в предь1_

дущем примере. 9словия устойнивости сводятся к вь!полнению неравенства

11 А^
#' ' }, ' (Ау.у) < 

р||н|') 
\ у с Ё1,.

которое верно при всех [. Фтсюда следует абсолютная устойнивость схемь|.

3амечонше' |1осле приведения к канонической форме легк0 видеть, что

уравнение имеет порядок аппроксимации Ф(т2 + п2 + т2|ь2) на ре1пении
уравнения теплопроводности.

4.4 3кономичнь!е
многомернь|х

методь| ре!шения
нестационарнь!х 3адач

математической физики

4.4.| Ёедостатки обь]чнь!х ра3ностнь[х методов

Рассмотрим краевую 3адачу для двумерного уравнения теплопроводно-
сти в прямоугольнике с: {0 { 11 { ]т, 0 { ш2<!2):

0ш 02ш 02ш

- - 
- 

+ г: (г1 .л2) с6' 0 < 1( 7:а[, 0т|' 0с|' *

ш(п,ь): р(т,|), о €0€,0 ( 
' 
( 7;

ш(п,0):шо(ш), тс€+0€.
(4 6)
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Бведем в 6 : €*06 равномерную ра3ностную сетку 9д : о1017:

1а! : (шт,;,тэ,); пт,а :'[71, о2,5 : !й2; /ц!:\ : |т, йэ]'{э: |э;

Фп: {$.1;'1, : !,2,...,щ _ |; 1 : |,2'...,)/: _ 1} ;

1п : {п;о,{1!,[э,00!,{хт!] 6 : |,2,...,/{т _ |; ] : |,2,..., !\{2 _ |} ;

а также сетку по времени

ш': {|,,:пт; п:0, 1'. ..,]{ -!; т1{:!).

Рассмотрим с|1ачала явную схему, аппроксимирующую исходную 3адачу:

п+| п'!а.; -'9;'] 
^ 

-.п

-: 

;\'1]|';, |43 € ээ|', [п с Фт1
т ""!

у?|' : р(п;1,|,+т),1а! € 1п, [п с цт;

!?1 : шо(п;'1, т63 € 91

3десь А : Ат *А:, /\т!о! : 91тст,,1!; /\э!;! : !аэлэ,1).,[,остоинством схемь| явля-
ется простота нахо)кдения ре1цения' которое последовательно вь]числяется
по явной формуле

у?1*' : !\ + т|ту!, @?|'|.,^: р:|'); п:0,|,.. .,к _ |-

8 пространстве ф : {у(паэ);|15 €91,,у!'^:0} со скалярнь!м произве-

дением и нормой

щ-1 ш2_1

(у,'): 

' ' 
у11ц.]ь|ь2, 1|у|\: '/6$; у,о € Ё1"

1=\ !:\

введем линейнь1й оператор А: [{1-+ Ёь, где

Аус! : _!\ус1, ь11 е Фп; у!^,^: 0.

Ёапомним, что для самосопряженного поло)кительно определенного опе-

ратора А справедлива оценка (Ау,у) < 
^]!у!!'при 

любь;х у с 1!, где
\\: ц|11+4|пз (см. пункт 3.1.1). в каноническом виде однородная раз_
ностная задача (р:0) примет вид

!п+7 _ !п А'? :|'у^:0, 9,: у(с") с Ё1.
т

1ребование вь|полнения условия устойчивости (см. теорему 4'3):

о>-},л <+ !!у!!'>|{л,,у) + !1у]!''Б'||,|''
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приводит к неравенству т < (1| ь1 + || пз)_| 12.
}словие накладь1вает очень )кесткое ограничение на щаг т. !ействи-

тельно' пусть, например, А1 : Аэ:0,01. 1огда устойчивость гарантируется
при т { 0,25 . 10_4. |1редполох<им, что надо найти рец]ение ра3ностной 3а-
дачи лри7 : \.1огда надо совер|пить не менее чем га: 7|" ) 40000 ц.:агов
по времени. Ё{а практике зачастую во3никает необходимость находить ре-
1цение на существенно больгцие моменть| времени' и вь1числения с таким
мелким шагом ока3ь1ваются неприемлемь|ми.

3амечонше. |1о указанной принине при решении уравнений пара6оли-
ческого типа явнь!е схемь1 используются редко. Б слунае же уравнения
гиперболинеского типа условия устойнивости по3воляют исполь3овать шаг
по времени того }ке порядка' что и шаги по пространству (см. пример 4.9).
|1оэтому для гиперболических уравнений явнь1е Ра3ностнь!е схемь! исполь_
3уются гора3до чаще' чем Аля параболических.

1еперь рассмотрим неявную схему:

',п*! _ .,пут) у|] 
-^,,'-1 Р''с,.'' 1 с,-,-
- 

]\[!::т ''у:] ' *,/ 'Рл' (п ч Рг'

у?|' : Р(пи,['+т),|;! € 1ь, |,' € а;";
б;

!!1 : ш1};1), т;1 €91,'

Б каноническом виде однородная ра3ностная 3адача примет вид

@ + тя1!!}-}' ! Ау,: 9.
т

а условие устойнивости Б +тА> |12)А вь1полнено пРи всех 7' что о3на-
чает абсолютную устойнивость схемь!. Фднако для нахо)кдения рет!ения
по неявной схеме на ка)кдом 1паге по времени необходимо ре11]ать систему
(щ - 1) х (ш2 - 1) уравнений вида

(о - т|т)у!'+| : Р#, т45 € Ф7, (Рц : у?);
,,п-1 - ,,п-7 т. - .!;) : 

|1 ,.; ' '1';, е ]л'

Ретпение подобньтх систем уравнений (см. главу 3) представляет 3начитель_
ную трудность вследствие больтпой Ра3мерности системь!. 1ак, например,
если А1 - !ъэ. : 0'01 и |т : |у: 1, то число неизвестнь|х у'] в системе
ока)кется равнь1м примерно 10000.

8 следующем пункте буАет рассмотрен метод Ре1цения задачи (4.6), со-
нетающий поло)кительнь!е сторонь! яьной и неявной схем - простоту на-
хо)кдения ре1пения и абсолютную устойнивость. -&1етод основан на сведении
многомерной 3адачи к последовательности одномернь]х задач. |[одобнь1е ме-
тодь! и3вестнь1 под ра3личнь|ми на3ваниями: методь! переменнь!х направле-
н ий, дробньлх |].] агов' расщеплени я, лока льно- одномернь|е методь1.
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4.4.2 |[ример метода переменнь[х направлений

Рассмотрим одну и3 разностнь1х схем метода переменнь1х направлений

дл я уравнен ия (4.6), назь| ваемую п р одо4 ь н о - по п ере,+ной р а з но ст н ой схемой
или схемой |исмена-Рэнфорла [8]. Б этой схеме переход к следующему
временному слою осуществляется в два этапа. Ёа ка>кдом этапе уравнения
являются неявнь1ми только по одной из переменнь]х:

п+|/2!;1 _ 
9[э

0.5т
^.п+| ^.п+! 12'9;.] - 9;.|

0,5т

ь'у?|'|' \ /\э!?э, с45 € ш7;

: л'у?|'|' у !''и?э*', $45 € Ф7.

(4.7)

Ёа первом этапе определяются промех{уточнь|е 3начения
нений

и3 урав-

(6 - 0,5тА1) у:|'|' : (Б + о,ьт/х')у!';
п+|/2 п+1|2 -

!о3 ' ' !у,;' оудут определень1 далее'

|1ри ка>кдом фиксированном ! : \,2,'..,1{э - 1 имеем систему с трехдиа-
гональной матрицей, которая ре1лается методом прогонки. 1ем самьтм для

реали3ации первого этапа требуется @(шэ&) арифметинеских действий.

Ёа втором этапе, пользуясь найденнь1ми 3начени ями у!|'12 ' вь1числяют-

ся 3начения н?{' ,з уравнений

(Б _ 0,5т !т2)у?|\ : (л' + 0,5тА1) ш?|'|' ;

у?[' : !л([оо,|,+т), у?;: : р(то:у,,|'+т).

|1ри ка>кдом фиксированном { : |,2,..., щ _ 1 уравнения решаются про-
гонкой ло !. !,ля этого требуется @(лт1/:) операций.

1аким образом, для осуществления !л]ага по времени в продольно-
поперечной схеме требуется @ ($т 1{} ) ариф метинеских действий.

3амечонце.8 частности, при щ : 
^ь 

: 1{ необходимо @(1/2) лей-
ствий. .[|'ля сравнения, переход к новому временному слою в неявной схеме
и3 предь1дущего пункта с исполь3ованием бь:строго дискретного преобра-
3ования Фурье требует @(,п/21п1/) операший (см. пункт 3.6.3). |1оэтому
продольно-поперечная схема относится к экономичньтм методам решения
задачи (4.6).

Аля дальнейшего исследоьания схемь1 исключим из уравнений (4.7) про-

ме)куточнь|е 3начения н?|ттэ. Аля этого рассмотрим ра3ность и сумму урав-

|з2
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нений (4.7):

у?;' _ э!}-'/' + у!: : !у'(у!:*, - у?э),0,5т
",п+| ,,|
''' 

^ ='') : эл',!|'|' + 1х2@!, 1 + у!).0,5т

|4з первого уравнения вь1ра3им н!1'|',

пт!/2 уг;1 +у'
у1] : 

- 2 
-! -|л'1уу,*' - н?5\, (4 в)

после чего подставим !?|'|' ". 
второе уравнение. |[олуним

ф]]

+ : 
*,'',:/' + у?э) - \,л'ь,1ну|' 

_ 
н?э).

|1оследнее равенство справедливо для всех о45 € Ф7, если согласно уравне-
нию (4.8) при ка)кдом !:|,2,...,Бу, - 1определить

п-1/2 р3|'+ у"
у3,',, : =+ -1* с,3;' _ Р6):

.,п-1|2 - 
р?у-'} + рк,' 

-1 ^^[ 
,,'--1 ,,0 \уш:,/ 2 4,''2\у:у') у]\\]).

1ем самьтм описание алгоритма 3аверщено и получена двуслойная схема,
эквивалентная продольно-поперенной.

4.4.3 Абсолпотная устойнивость
продольно-поперечной схемьт

Аля исследования устойчивости продольно-поперенной схемь1 рассмот-
рим соответствующую ей однородную разностную 3адачу:

у?|'-у?, \^, ,+|,
т : 

','\у,э 

т у?э) - },ь'ь'1у7;' - !\), шс3 € о.:7', [' € о';

у?{' : 0, п;5 € 17, [' € о'1

!|3 : шо(п''1, {43 € 911.

8 введенном ранее пространстве Ёь: {у(""э)]$45 € 91, !]^,':0} 3ададим
операторь| Ат, Аэ и ,4 равенствами:

Ат!;1 : -/\т!о!, Аэ9а! : _/\э9;!, |ц € Ф11, !!^,^:0; А: Ау ! Аэ.
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Фбозначая у,: у(|,) € 17н' ь операторной форме 3ап си схема римет вид

(' *!,,,,)-= *'',*,, * !'+т) :0, (4.9)

откуда получим канонический вид схемьт

3!п+т_ !п * Ау':0, Б: с -*д'д'+|д'т''4'2
}нитьтвая, что А* - А> 0, условие Б 2 0,5тА, доста очное для устойниво-
сти схемь|' примет в д

'2ттБ +;А\А2+ 

'А> 'А.3то условие вь1полняется при любьтх т,!т1 и [2, пФёкФльку оператор,41А2

поло)кительно определен. .[,ействительно, для прои вольнь|х у с Ё7', ис'

поль3уя лемму 3.1, с унетом равенства у!.'':0, получим

.м?_1 щ-1 ш?_1 '|{1

(А'Аэу,9) :' /тэ7 (у с,',а'"'!);!]1т: _' А,2(у,,',.,!п')';5Б1 :
]=\ |:1 1:\ '!.:\

ш1 ш?_1 ш1 !'{2

!,'! (9т'п,',уа');!й': ! Б'2(у-'-,)?э/ь2 + А1А2>0'
1.:1 !:1

1ем самьтм дока3ана абсолютная устойнивость схемь!.

3амечанше.7з операторной формьл 3алиси (4.9) легко видеть, что про_

дольно-поперечная схема имеет погрещность аппроксимации 9(т2 + 72)

на рецении 3а\ачи (4.6), поскольку отбрась|вая операторное слагаемое

(т2|4)А|А2' получим симметричную схему второго порядка. 14з аппрокси_

мации и абсолютной устойнивости (см. теорему 2.9) вьттекает сходимость

продольно-поперенной схемь! и оценка погре1пности в сеточной норме 12:

1!у" - ,([)|!н, : { $(" + п] + п|),
('', 

* "'' 

- ш (1,,, ь,) )' ь' п') 

|

г.{е п: |,2,.'.,!{; \[ _ некоторая постоянная, не зависящая от т,!т1 и /ъ2,

4.4.4 [1онятие суммарной аппроксимации

|!ри полунении двуслойной схемьт, эквивалентной проАольно-попереч-

ной схеме, предполагалось, что 6 _ прямоугольная область. 9то позволило
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специальнь1м обра3ом определить граничнь|е условия для вспомогательной
' п+|/2 ^функции у''''-'' .Рсли область 6 не является прямоугольником' получение
эквивалентной двуслойной схемь| мо)кет ока3аться невозмо)кнь1м. 8 этом
случае схемь| переменнь1х направлений мо}кно исследовать непосредствен-

но' не исключая проме)куточнь[х 3начений у:'*'|'..[ля этого необходимо
ввести понятие суммарной аппроксимации, которое мь| поясним на примере
продольно-поперенной схемь1.

[1усть и(л1,'э,[) - точное решение задачи (4.6). Рассмотрим погрешно-
сти прибли>кенного ре1].1ения :

-0 -,,0 ,,0 'п+1|2 .п-1 12 . пт1|2 1

-;) - у;) -!). -];' : у''': " _ 
"':;" 

(г1; € 0д, [, е ц;.\.

3лесь ш!' : ш(ст,;,з.2,!,|), ":;'|' 
: ш($1';,$2'3,!' \ 0,5т)' !,ля продольно-

поперечной схемь1 погре1цности удовлетворяют уравнениям:

-п|7|2 -п
'') 

= =_'') 
: 

^|??;1|2 
* |\2э!, + ф!,;э, 145 € ш7;

0.5г

'п+1 .п+7|2''э 
^ ="1) : л'1|'Р * 1\ээ!,+1 + ф!,аэ, |63 € Ф1,-
0,5т

|1огрешности аппроксимации ф!, ф} на регшении и имеют вид:

п+|/2
1п ц'|''|'- т'п

р;.;;: _-# + /цш!;1/2 + /\2ш!,." \'.от

"'п+| -,,п. 
1/2

ф|.с;: _э-# + 1хтш!|||2 + /х2ш!||.

.[,алее удобн' ,-''',''''ть обо3начен ия [ош: 02ш|0п2", @: |,2, тогда

уравнение (4.6) примет вид аш| а[: (|т+ [,2)ш. Разлагая функции в вь!-

ра)кениях для ф?, ф} по формуле 1ейлора в точке ('т,',тэ,!,1') (далее эти
аргументь| у функции ш и ее пр0изводнь1х опускаются) и 3аменяя ра3н0ст_
нь|е пространственнь!е прои3воднь|е дифференшиальнь|ми' получим:

2 / т0ц т202ц \,''!.. : _'_ [,'-г_]:+' ". : - и ! +у1 ;; _ [ ш ! ,'|'|] г\ 2а[ 8а[2 )/ т 0т:\
- ь, ( ,+ ;# | + ь', * 9(т2 + А21 :

\ 2о[/
т02ц т- 0ш

4а!2 2"'а[ "'' |'"!

^ 2/ 0ш т202ц т0ц т202а\
рЁ;} : _; 

\, 
*'ы * т ар - .-'ы _ 

т аР ) 
*
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' / '&\ * ь' (ц+'*) * Ф|2 + п21 :+,г,: 
[и 

* ты )+ 
12 

(1.1, 
*'ы 

)
: _+# *}"* + т['эФ,, + Ф(т2 + ь21 : о? + ь2)'

1аким образом, ках(дое из уРавнений (4.7) аппроксимирует исходное урав_
нение (4.6) с первь|м порядком ло т и втоРь[м - по Б' 8месте с тем сумма

погре1]]ностей аппроксимации ф? и ф| имеет второй порядок ло т и по !ъ'.

(...):0

|!оэтому говорят' что продольно-поперечная схема обладает суммарной ап-

прокс14мацией второго порядка по т и по /а'

3амечанше' /!!ожно получить оценку погрешности э" лриближенного ре-
1цения через норму функции ф : ф'*фэ, из которой буАет слеАовать второй

порядок точности схемь[.

4.5 3адачи к главе 4

3адана 4.1. |1ривести ра3ностную схему

у:*' : (0,5 + т)(у} т + у?_т) - 2"уу?, 'у : т |Б2;
,! : |,2,...,ш_ 1; й1{ : \ п : 0,|,...,Б _ |; тЁ :!;
й : у\' :0; у? : цо(1'!ъ)

к каноническому виду' вь1яснить порядок аппроксимации и исследовать ус-
тойчивость по начальнь|м даннь1м.

@твет: 1(анонический вид схемьт:

9п+| - !п | Ау' - 0, т' : ь2(0,5 + ?);
т'

А!с : _9т',о; 6 : |,2,...,л _ \; уо :9ш : 0.

€хема абсолютно неустойнива и аппроксимирует уравнение теплопроводно_

сти с погрешностью Ф(т !72 + 72|т)

3адана 4.2. |1ривести разностную схему

(1' + 2.оу?+1 : (1 _ 2'у)*-' + 2"у(у?+т * у?_т'),'| : т | Б2;

| : |,2,...,ш_ 1; /а}й : !; п: \,2,...,Ё _ |; тЁ :!;
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у3 : {|'{ :0; у? : ш9('1,й); у| : а1(1ь)

к каноническому виду' вь|яснить порядок аппроксимации и иеследовать ус-
тойчивость по начальнь]м даннь1м.

9твет: 1(анонический вид схемьл:

Бш"-т2Ро71 !Ау,:9'"!
1

Б : Б; Р: -Б; А9о: -!а'';; |: |,2,. . . 
' 
л - |; уо:9м :0.

€хема абсолютно устойнива и аппроксимирует уравнение колебаний с по-
грешностью Ф(т2 - п2 + т2 | п2).

3адача 4.3. 14сследовать устойнивость по начальнь|м даннь[м ра3ност-
ной схемьл

ф,;:а29?'.а,о:сопв{.

3амечанше.3десь и в последующих примерах, где это не вь]3ь]вает недо-

разумений, полная постановка разностной задачи не приводится.

Фтвет: €хема устойнива при т ( Б2|@а2).

3адана 4.4. !оказать абсолютную устойнивость схемь1

у{; : 0,5 (у}",! + у|',,) .

Бьтяснить порядок аппроксимации и указать метод ре|цения ра3ностного
уравнения.

Фтвет: Б канонической форме 3алиси схема примет вид:

(с +!д\ 9п_\ - !п - Ау, :0;\2/7
А9а: -!л',;; '1, : \,2,. . . , ш - 1; уо: у:у :0;

откуда следует абсолютная устойнивость схемь|. €хема аппроксимирует
уравнение теплопроводности с погрешностью 9(т2+й2), ре1]]ение на ка)кдом
временном слое находится методом прогонки.

3адана 4.5. Ёайти достаточное условие устойнивости разностной схемь!

у:,1 : @у1):,., 0 { о* ( о} { о-.

Фтвет: €хема устойнива при т ( Б2|@а-)'
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3адача 4.6. [1усть 9ь : шп | 1н - равномерная сетка, введенная в

пункте 4.4.\ в прямоугольнике € ' 8ьляснить погре!'цность аппроксимации и
найти доетаточное условие устойнивости разностной схемь1:

ф.;1 : !?,,'',;1 + уЁ}'''''э, т;5 € Ф11, [' € о';

у?{'!.,^: о, у,'э!,^ :шо(т;э)'

Фтвет: €хема аппроксимирует двумерное уравнение теплопроводности с
погрешностью Ф(т + п?+ Б|).1{анонинеская форма 3алиси схемь|:

@ + тл'1!!!!- эз * Ау' : 0, А : А1 * А2;
т

Ат!;1 : _!17т1,'!,!э Аэу;!: _!тэтэ]], |65 € Ф1, !;3|^,,:0'

9словие т {ь]|э является достаточнь!м для устойчивости схемь!.

3адача 4.7, [7усть 9п: шп01п - равномерная сетка, введенная в пунк-
те 4.4.| в прямоугольнике 6. .[|ля схемь: переменнь|х направлений

: 
^'у?'*'|",

: |''у?/',з.;; € т!7, |, € а'..

у7|'1^,^: Р(т;1,ь,*,'), у?э|о^: ,о('аэ) (\\"!: !а'л', @: |,2)

найти погрешности аппроксимации каждого уравнения и вь!яснить порядок
суммарной аппроксимации. 3адать граничнь|е условия Аля уп+:'1э, исклю-
чить уп+|12 и исследовать устойнивость полученной схемь:.

Фтвет: |1огрешности аппроксимации уравнений: ф!,,': о(1)' ф\,'э: о(|)
1ем самьгм ка)кдое и3 уравнений в отдельности не аппроксимирует двумер-
ное уравнение теплопроводности. Фднако Ф\ : Ф?а5 + ф!.;э : Ф(т \ Б2), то
есть схема имеет первь|й порядок суммарной аппроксимации [1о т и вто-

рой _ по [. Бсли 3адать граничнь|е условия Аля уп+т1э в виде

й;''' : (о _ т1х1)р[|', й:;'' : (Б - ',л')р?,*,},

то после исключения у"+|12 лолучим эквивалентную двуслойную схему

3!п+|_!п *Ау':0,
т

Б : Б- т(Ат +^2) + т2А11\2, А : т!\т/\э_ (Ат + Аэ).

.[,вуслойная схема абсолютно устойниьа, и, как легко видеть и3 канониче-
ской формьт 3аписи' имеет погре1дность аппроксимации Ф(т,+ !ъ2).
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|лава 5

Разностнь!е схемь! для
нелинеинь|х 3адач
математической физики

5.1 (вазилинейное уравнение
теплопроводности

5.1.1 }1сходное уравнение

9равнение теплопроводности вь1ра)кает 3акон сохранения тепла и в об-

щем случае имеет вид (см. [9])

0ш

"ы+о:уш:"[.
3десь и : ,(',Ё) - температуРа, 1,: ('',"',а3) - совокупность простран-
ственнь|х переменнь!х, | _ время, с(ш,|,,ш) > 0 -'удельная теплоемкость,
пл(т,|,,и) _ тепловой поток, |(п,[,ш) _ удельная плотность источников
тепла.

€ унетом 3акона Фурье ш: -*8га4и' где Ё(г,[,ш) > 0 _ коэффициент
теплопроводности' уравнение примет вид

,* :61т(& 6га0и) * /.а[

8 дальнейгцем ограничимся одномернь|м случаем и буАем считать, что
среда однородна, то есть функции с, Ё и / не зависят явнь1м образом от
переменнь!х т и [.3 результате придем к уравнению

'0ш , / 
':Р\+|(ш\.с(ш) ат: й\'\ ''"у
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которое на3ь|вается ква3илинейнь!м уравнением теплопроводности. это
уравнение мо)кно упростить путем 3амень! неи3вестной функции

ц[ 0т;
1): !)(ш): | с(в)4з (ш ) 0) + ;: с(а) +

'] ош
0

0о 0ц 0 / Ё0\ 0о 0ш\* йы:п[йый)*тс":
8 результате уравнение примет вид

0о а /' 0о\ : : . &(и(о)) ;.: : : [ &(?,): } + /(') где ,4(о) : *, !(,): /('('))о| 0х\''0т/ с\ш\ц))

3десь функция ш(о) является обратной к во3растающей на [0; *оо) функции
о(и). Бозвращаясь к прех{ним обозначениям, далее буАем рассматривать
квазилинейное уравнение теплопроводности вида

*: *(', *) + !@)

5.!.2 Автомодельнь1е ре[цения

.[,ля тестирования разностньтх методов ва)кно иметь набор точнь|х ре_

щений исходной дифференциальной задачи, отра}кающих ее характернь!е

свойства. Б качестве таковь1х в ряде случаев могут бьтть построень! так
на3ь1ваемь1е автомодельнь1е ре1пения. 1ермин ((автомодельное> буквально
о3начает <самоподобное>. |!остроение автом0дельнь|х решений осуществ-
ляется путем сведения уравнений в частнь:х производньгх к обьткновен_

ньтм дифференциальнь|м уравнениям относительно переменной, представ_

ляющей собой некоторую комбинацию исходнь!х не3ависимь1х переменнь1х

(подробнее см., например' [10]).

|1остроим семейство автомодельньтх решений квазилинейного уравнения
теплопроводности

0ц а / .0ш\: : : ( ьс,")# |, :.(") : к0сь. (' > 0, ко > 0),
о[ о'г\ о1/

предполагая степенную зависимость коэффишиента теплопроводности от
температурь]. Булем искать ре1цения уравнения тила бегушей волньт:

ш(ш'[):ш(€) (:|[_т,
где ,Р _ постоянная, подлежащая определению. 1огда

##:-,'' $(',*) : (Ёш')',
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где 1штрихом обо3начена производная по переменной (. [1риходим к обь1к-
новенному дифференциальному уравнению, которое легко интегрируется:

р,' : (Ёш')' # |ц: *(ц)ш'+ с1 (с1 : €Ф||81: полагаем ст : 0);

Рш: к0ц'ц' ё ас: },'-'а, <+ € : #". *с2 (полагаем сэ:0).

1ем самьтм при с> 0 определено ре1]]ение

/ оо\\|"
ш({) : (=| с'|".с>0'

\ко'7
|1ри 4 < 0 определим ре1пение и(() знанением и(0) :0, то есть поло)!(им

и({) :и(0) :0,( 0.

1огда, унить1вая' что €: |с _а, функция

( / ,ох'|'
и(-г.Ё) :{(;) (|с_11\|"'т{|{,: 

(5.1)

[ о, п>Р[;
мо)кет рассматриваться в качестве рещения след ющей задачи

0ш а / -0и\;:: ^ | коц"-:_ }' л)0, Ё>0;о[ 0'\" 0т/
и(0, ;) : ш,*|", ш( э,[) : 6, 1 2 9'

ш(г,0):0, а>0.

3десь исполь3овано обозначение ш6 : (о|2 | ю')'/". пр, 3аданнь|х 3начениях
параметров !<9, о |1 и9 нахо)к!€Ёие ре1дения вила (5.1) этой задани сводится
к определению постоянной |: 1/к9ш$|о.

Рещение (5.1) прелставляет собой темпер2турную волну (см. рис.5.1),
распространяющуюся с постоянной скоростью | по нулевому начальному
фону. 1онка л: |! на3ь|вается фронтом темпеРатурной волньт.

Фтметим характернь1е свойства ре1шения (5.1). Ёа фронте температурной
волнь1 левая прои3водная температурь1

у : _ ( е\''" !,,, - 
'1!|о_10т \"'/ о'""

бесконечна при о > 1, коненна [1|А о : 1 и равна нулю при 0 < о < 1.

1епловой поток на фрон е волнь|

': 
_|'@)*: _*,,"*: , (ф\''" (,, - т)1/о''0т " 0т \"о/
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Рис. 5.1. 1емпературная волна (о:2)

Равен нулю и является непрерь|внь1м при любьгх о > 0. Бторая прои3водная

*: (ф\''' ! (!- т) 1лг _ л)1/о_эо{,' \ко,/ о\о /
на фронте температурной волнь: непрерь|вна при 0 < о ( 0,5 и ра3рь1вна при

6}-0,5. 1ем самьгм лрио) 0,5 функшию (5.1) необходимо рассматривать в

качестве обобщенного ре1:]ения сформулированной задачи.

5.2 Разностнь1е схемь! для уравнений
с переменнь!ми коэффициентами и
нелинейного уравнения теплопроводности

5.2.| }равнение теплопроводности
с переменнь[ми коэффициентами

Рассмотрим первую краевую 3адачу для уравнения теплопроводности с

переменнь1ми коэффишиента ми

р@,[)* : *(''",о*) - !@,[), 0 < т <1, 0 < 1 ( 7:

и(0, *) : щ(!), ш(|,ь) : р'(*); ш(ш,0) : ш0({)]

где р(т,[),/с(с,!), [@,Ё) _ лостаточно гладкие функшии, удовлетворяющие

условиям

0 < ст ( &(с,Ё) ( су, Р($,[) ) ц> 0.

Разностньте схемь!, аппроксимирующие рассматриваемую задачу' мо)кно

строить ра3личнь!ми способами. Боспользуемся одним из таких способов,
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получившим на3вание интегро-интерполяционнь1й метод или метод балан-
са. Рассмотрим сначала стационарное уравнение

(Ё(о)ш'(п))' - ч(п)ш(о): _!@),0 < о < | (ц(ш) >- 0).

8ведем на отре3ке [0,1] равномерную сетку с шагом А. €овместно с у3лами
(€тки ш4 буАем рассматривать точки $;1112 : $; ! 0,5[. |1роинтегрировав

уравнение по отРе3ку |"._1^|', па+т|у], получим

',+1тэ т'+1/2

Ф,_1то-Ф;.туо* | |0)ас: | ч(х)ш(т)4л,)"' .! "

г[е ш4'112 : -'(',-';;;(тс+т|э) _ ,"1''"".,, поток на границах отре3ка,

!(") - плотность внещних источников тепла, ч(т)ш(о) _ мощность стоков
тепла. |1олученное уравнение представляет собой интегральное соотноще-
ние баланса тепла на отре3ке [1а_т|э,1о+тр],

Р1спользуя простейшую интерполяцию, интеграл в правой части 3аменим
его приблих<еннь|м 3начением

т;+т7э т;+|/2

[ а@),\")ат=!ъь;ш;, а,:+ | а@:а".!
.т-|/2 

';_1/2

11роинтегрируем соотно1пение ш'(с,) : -ш@)|!с(г) по отрезку |о4_1,ш1] и
вновь заменим интеграл прибли>кеннь1м значением

|1олунили прибли>кеннь!е равенства ш1_]12 * -0,;111.;, ша+т|у х _@'+||т,..

|1одставляя приближеннь|е вь1ра)кения в интегральное соотнот]]ение 6алан-
са' получим ра3ностное уравнение

1[ |1+1 -|; ш; _ш;_т| , ,''-/''.
т |&;+т---------;- -
л | п "';1_ 41ш;: -Р" где 

'' 
: ; ! !0)4т'

7 Ё|/2

14нтегральт, определяющие коэффици€Ё1Б1 01, 4; и Ра построенной ра3ност_
ной схемьт, так)ке мо)кно заменять прибли>кеннь1ми 3начениями' |ак, на-
пример, исполь3уя формулу трапеший, получим

/ к, 1_1[т 7 а. \ *'( о,5 * 0.5 \_1 - 
2/с(т;_,):с(а,)

'' 
: 

\' "!-, 
* ) - ( ,'('; * 

цф ) : 
&(',--') + Ё-[',)

\п_7 - |ъ :'!,ж* х /ьа, 
|ш'-112' 

" 
: (;,!'#)'
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3амечонце' 14нтегро-интерполяционньтй метод приводит к построению

семейства так на3ь1ваемь1х консервативных схем, то есть схем' для кото_

рь|х вь]полняются ра3ностнь|е аналоги интегральнь|х 3аконов сохранения'

присущих исходной 3адаче.

|1ерейдем к построению схемь! для нестационарного уравнения. Асходя

и3 предь|дущего, аппроксимируем дифференциальное вь1ра)кение

- а/,0"\ 0*0ш',^02ш

',: м(*м,/ 
: 

ма'+кат2

при каждом фиксированном Ё в точке (т;,1) разностнь1м отно1]]ением

А(*)у, : (а(л;.[)ут),.; : +ги.,+ - "'+7
Ёайдем условия, обеспечивающие второй порядок аппроксимации на лю6ой

достаточно гладкой функшии ш(т,[). 8водя обозначения

ш : ш(х;,[), ш, :!в,.[), ш" : }с',,[), ш"' :#,,.,
и используя разло)кения по формуле 1ейлора, получим

1 г п!:_Ё!-уЁ!_ 
- , 

7ш, _ Ёш, + Ёц,,,1 - оФ,: :

&;-т_&; 
^'т ' 

@!+1 *&; 
^'гт ' 

0|'1 _ а; Б2 ,,,,+о(п2\.: ь ,-_--т-" -_ п 6_

@тсюда получим условия второго порядка аппроксимации:

с(д;-:.1).* о(с:,1) : &(г;, [) + ош2),
2

ф"Ф#'! : 
$@',[) + оФ\

(оэффициентьт а(п;,1), уАовлетворяющие ука3аннь|м условиям, мо).кно вь|-

6ирать различнь1ми способами.9аще проних используется одно и3 следую-

щих вьтра>кений:

а(ш;,[): 0,5(&(о;_:., [) + Ё(п;,[)),

а(ш;,!) : !с(п; - п | 2,!),

/ ,\ 2!с(т;_т'[)Ё(т;'[)
о\|.!'[): т@:;ттт6''л
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Ёа равномерной сетке по пространству и времени рассмотрим ра3ност-
ную схему с весами, аппроксимирующую рассматриваемую задачу:

о,п|| 
- ',0{ц,|)# : 1х(с)@у!+1 + (1 _ о)у?) + ! (',,|);т

'!, : 1,2,...,л _ 1; й1/ : 1,

у3*' : Рт(['*'1, у?,*' : Рэ(ь'*'1' у? : шо(тс).

3десь мох<но вьтбрать любое значение [ с [[',|'11]. €хема имеет второй
порядок аппроксимации по т и ло Б, если 1 : ['*0,5т, о : 0'5. [1ри проних
3начениях о и [, - первьтй порядок аппроксимации ло т и второй _ по А.

Б пункте 2.5 с помощью принципа 3аморо}кенньтх коэффициентов бьтло
(цБ2)|@с2)
ага по вре_

схемьт (см.
пример 2.3).

Фгранинений на вь:бор шага по времени мо)кно избе>кать 3а счет исполь-
3ования неявной схемь| лри о ) 0'5. .(ействительно, в пункте 4.2'3 6ьтла
пока3ана абсолютная устойнивость схемь! с весами при о ) 0,5 для случая
постояннь1х коэффициентов (см. пример 4.7)' в соответствии с принципом
3амороженнь!х коэффициентов (см. пункт 2.5) схема с переменнь1ми коэф-
фициентами так>ке абсолютно устойнива лри этом условии. 3аметим, что
лри о:1 схема с переменнь|ми коэффициентами является монотонной при
любьтх р(п;,|) > 0, а(п;,') > 0.

5.2.2 [{елинейное уравнение теплопроводности

Рассмотрим теперь первую краевую задачу для нелинейного уравнения
теплопроводности

|1оскольку коэффициент теплопроводности А(ш) зависит от ре|пения' преде-
ль| его и3менения 3аранее не и3вестнь1. [1оэтому при исполь3овании явнь1х
схем 3атруднительно проверить 3аранее вь1полнение условия устойнивости.
БуАем рассматривать следующие абсолютно устойнивьле неявнь|е схемь!.

1. 9исто неявная линейная схема.

*: *('"'*) + !@),0 <:г < 1, 0 <, < 7

ш(0 ъ) : щ([), ш(|,ь): рэ(ь); ш(с,0) : шо(т).

у?*' - у? : (.(у)у!'')"'; + !@!);
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у3*' : рт(|'+т), у**' : Рэ(ь,*'1' у|:,,('').
Ёапомним, что

' 1/," 'у!-] -у7*' ,,,!|*'-95\
@(у!)у1-'),' : й ("с'ьо-? _ 

'(у?)"'- ь: ),
'(у?):0,5(Ё(у[) + п(у?)) (один из во3мо)кнь1х вариантов)'

€хема имеет первь|й порядок аппроксимации по т и второй порядок по /а.

|1реимушеством схемь! является линейное вхо)кдение рещения на верхнем
слое. Реш:ен"" у?*' лри .: |,2,.. ., ш - 1 находится методом прогонки.

2' 1{ието неявная нелинейная схема
п!1

1!'.' ' - 1!:'у! у1 : @(у?*')у1-1),.т + |@?-');т

у3*' : !лт(|'+т), ук'' : нэ(['*'1' у? : шо(по)'

Разностная схема представляет собой систему нелинейнь|х ра3ностнь1х

уравнений, Аля отьтскания ре1цения 9|+1 необхолимо на ка)кдом временном
слое применить тот или иной итерационнь|й метод. Ёапример, следующий:

(з+1)у; -_ у': : (с(у:"))уу+')),., + /(у1")),
!

96"-') : Р:(/,_т ). уя-') : рэ([, -т):

у!,) : у?; 5 : 0, 1, ...,м - т; у?*' : у:').

3десь з _ номер итерации.3начения у:"*') лри | : |,2,..., ш- 1 находятся
методом прогонки. 3аметим, что при ]\[ : | получим предь|дущую схе-
му. 3то п03воляет считать нелинейную схему в совокупности с описаннь|м
итерационнь1м процессом некоторь1м уточнением предьтдущей схемь!.

3. €хема предиктор-корректор второго порядка аппроксимации.

3десь переход к следующему временному слою осуществляется в два
этала, Аа первом этапе с помощью чисто неявной линейной схемь1 нахо-

дятся проме'(уточнь|е 3начения у?*'|',

0,5т
: ('(у?)й*''')',' * 71,'1'

у:*'|' : рт(|,|_0,5т), ф||2 : рэ(|,* 0,5т).

Ёа втором этапе исполь3уется симметричная схема-,,_в которой нелинейньте

коэффициентьт о(у), /(9) вь:нисляются при у: у?*'/',
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у3'': рт(|,+т), у**' : ру(|,+т).

Ёа ках<дом и3 этапов уравнения ре1]]аются методом прогонки,

3амецанце. €хема аналогична методу Рунге_(утта

-!1

+:т(,"*}:с,':)
для обьлкновенного дифференциального уравнения ,' : [(ш)..[,ля погреш_
ности аппроксимации метода на ре11]ении и(Ё) справедливо представление

' |' + 71,1+ |'@)||@) + о1т'1 : о('2),ф(["): -,' _ 

'"поскольку и3 уравнения следует' что ш": |!(ш)ш|: |!(ш)|(ш).1ак х<е пока-
зь|вается второй порядок аппроксимации по т схемь1 предиктор-корректор.

5.3 Разностная схема для нелинейного
эллиптического уравнения

5.3.1 [сходная 3адача и ра3ностная схема.
.}1инеаризованное уравнение для погре!шности

Рассмотрим краевую 3адачу для сла6о нелинейного эллиптического
уравнения в прямоугольнике 6 : {0 < т1 1 11, 0 < пэ <12} с границей 0€:

| ьш(х) : -|(х' ш), т : @1.т2) с €:
1'(') :д(л), сс06.

3десь, по-пре)кнему' Бш : * - *_ оператор "[апласа.о$| от1

Бведем в € : €*06 равномерную разностную сетку (-)д : ц)ьо1п:

|о! : (пт,а,шэ,1); пт',;: |!ъ1, т2,5 : !Б2; \|'[1 : |'т, Б2!\{2:1';
ц.:ь: {па1; 6 : 1,2,...,щ - |; 1 : !,2,...,А0 _ 1};

1ь : {ш49,$.;мэ,{0!,|!,{,!; | : |,2,..',щ - |; ! : |,2,...,!х{2 - \) ;

и сопоставим краевой 3адаче ра3ностную схему:

[ \'у'': _!@;э,!;3), т;3 €ыр:
1 у,, : р\".э)) о;1 € 7ь. (5'2)
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3десь, как и ранее, \ь!о! : (ус'"'!!с""');! _ пятиточечнь:й разностньгй
оператор Аапласа. Разностная схема представляет собой систему нелиней-

нь1х ра3ностнь|х уравнений.
Рассмотрим погрещность ре1шения ра3ностной задачи 21! : у,]'! 

_ ш(с;э),

п45 € 96 удовлетворяющую уравнениям:

Аьа;1 : -Бьшо1 - |(''э,ш;3 * э65), с6, € сл71 2а! : 0, о;! € ^/н'

3ти уравнения лри :[45 € Ф1, нелинейнь1 относительно .;5, о!нАкФ их мо)кно

линеаризовать, воспользовавшись формулой ..[агранх<а:

! ("'',,;1 + 21) : ! (тоэ, ш;э) + |'"@;э,!;1) эц;

!о3: ш;5 !0;5э;1,0;3 с (0; 1)'

3десь и далее буАем исполь3овать обозначени е !!"(о,") : ж(",и). |!риходим

к лннеари 3ован нь1м у равнениям дл я пог ре!11ности :

А,1,а63 * !''(''э,у.э)''э : -ф;!, 0.! с Фь1 2а! :0, т;' € 1ь; (5'3)

где сеточная функшия Ф;3 : Б1,ш;5 * |(т;э,и;7) представляет собой погре1ц-

ность аппроксимации разностнь1х уравнений на ре1цении лифференшиаль-
ной задачи и является величиной о(п?+пз).

5.3.2 Фценка погре[цности в равномерной метрике

|1олуним оценку погре111ности ?'7' вФ€пФль3овав1цись принципом макси_

мума (см. пункт 2.2). .[,ля этого 3апишем линеаризованнь|е уравнения для
погрещности (5.3) в каноническом випе (2.3):

А(т)э(л): 

' 

в(о,{)э({)+Р(п), |сФп1 ,(с):0, т€16
(с!л!(г)

гА€ э: п41, [@): {|,{а+т!,та!+т) _ пятиточечнь1й гцаблон уравнений,
['(т) :1л(г)\{л} _ окрестн0сть у3ла г. (оэффициенть| и правая часть

уравнения определяются формулами:

22 11
А(с): Р'- в_ !"@ у), Б(г,с;-т!): 

щ, '(','':-') 
: 

й,
|(п): А(") - 

' 
Б(",€): _!''@,!), Р(с): ф;э.

€€!л'(1)

}словия полох{ительности коэффициентов Р'Ф (А(о) > 0, Б(с,€) > 0'

о(с) 2 0), при которь|х справедлив принцип максимума' буАут вьлполненьт,

если правая часть исходного уравнения удовлетворяет условию

!',@,,) (0 для всех , €€ иш. (54)
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1еорема Б.1. 1рш вь[полненшш цсловця (5.4) 0ля поере11!носпш справе0-
лшва оценко

12-у1? / \
|,:!с ( ;|Ф!с (!!,!!с 

: 
уЁё|,''|) '

| А о к а 3 а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию а(') : к (!? + а| - п] _ ш|)

(1( : сопз1) удовлетворяюцую уравнениям:

\7,э + |''@,')а : _Р, п € о1,; 2(х) = р(ш) > 0, п € 17 .

3десь Р :4( - Ё!'"@,у)(|?+|3-'?_*') > 4|{.[|оло>ким |{ : *!!ф!!"'
тогла Р(с) > ||ф1|с > |Р(") , п € ш7'. Фтсюда в силу теоремь! сравнения для
краевой 3адачи (см. следствие теоремь1 2.4) полуним

т2,,2
!!:!!с ( !!'!!с <\#| 

'|'"
А !твеРждение дока3ано.

3омецанше' |1олуненная оценка о3начает второй порядок точности схемь|

для достаточно гладких решений исходной 3адачи.

5.3.3 Фценка среднеквадратинной нормь| погре[цности

Б пространстве Ёь : {у(',э);|;5 €97, у|^,^:о) со скалярнь!м прои3ве-

дением и нормой:

л1_1л2_1

(у,,): 

' ' 

у,;']о.!п|п2, |у1|:]@Б|!,о€Ё7,;
1:\ !=\

введем линейньте операторь1 А: !{1 -+ 1{7 и Р: Ё7 -+ Ёь',

Ау;:: _ Ап!;). { !! с Фь;9|., :0:
Ру;э:|;'!а!, т;!: -!''@оэ,!;), ш;5 сц)ь; у э, 

:0.

1огда линеари3ованное уравнение для погре11]ности (5.3) мо)кно 3аписать в

виде операторного уравнения (А| Р)э: ф.3аметим' что операторьт' А и Р
являются самосопря)кеннь|ми.

1еорема 5,2, |7успь сущеспвуеп цшсло е > 0 пакое, чпо неравенспво

!!'(',") ( 6_с вь[полняепся 0ля всех п €€ шш' а0е 6:9|!?+9|!|. 7ое0а

0ля поарешнос!т!ц 2 справе0лшва оценка !!'!! < 
;!!ф!!
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! Аоказательство. Ранее показано (см. пункт 3.1.1) ' нто (Ау,у)
6|]у]]2' гле 6:9|[?+9|!3, для любьтх у е н' |1о условию теоремь1

щ-1л?_1

>/

(Ру,у) :'' тцу|1Б1Б2 ) (е _6)!!у!!' + ((,4 | Р)у,у) 2 е1|у1|'.
;_1!-[ !-[

Фтсюда, учить!вая нто (,4 + Р)э: ф, лолуним

е||:||'( ((А+ Р)а,2): (ф,')< !!ф!!!1'|!'

откуда и следует требуемая оценка.

А }твеР>кдение дока3ано.

5.4 Атерационнь!й метод }1ьпотона

.(,алее рассмотрим итерационньлй метод рещения системь! нелинейньгх

уравнений разностной схемь: (5.2):

[ А,у,': _|?;:.!;5), с;5 €о;1,:

[ у', : р(т;:). 1;) €1п-

БуАем исполь3овать обозначения у: (!;э) _ вектор с компонентами |;5,
|(у): $(ооэ,у;э)), !'(у): $'"(';э'у;э))' А - _А1, п _ номер итерации'

, (п)'
у": \!]о 

') _ приоли)кение' п0лученное на п-ои итерации.

Б операторной форме 3алиси ра3ностная схема примет вид Ау : |(у)
.[,ля построения итерационного метода рещения системь1 (5.2) подставим в

это уравнени€ }2-.1 8й€€то 9' после чего заменим правую часть следующим
вь1ра}кением:

А9,+:': !(у"+т) х !(у") * !'(у,)(у,+т _ у").

1акой прием, на3ь!ваемь|й линеаризацией ло Ёьютону' приводит к линей-
ному относительно }"11 Фп€!атФрному уравнению

Ау,*, - |'(у)9,+т: |(у") _ !'(у,)у',

определяющему итерационньгй метод, которьлй назь|вают методом (1ьютона.

.[|'ля практинеской реализации метода |{ьютона удобно ввести сеточную

функцию ?'2, определяемую равенс18Ф|т1 }211 : 9' * 0211, АА3Б|Р,Аемую по-
правкой. |1одставляя такое представление !211 в !|авнение итерационного
метода' получим

Ао'+:' _ |' (у')о^+т : -|п; т, : А9' - [ (у").
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Функция гп на3ь1вается невязкой и в какой-то степени характеризует по_

гре11]ность прибли>кенного решения на п-ой итерации. Б индексной форме
записи итерационнь:й метод [{ьютона рещения системь1 (5,2) примет вид

-А1,ц(|-т) _ !'"(';:.9,т))'];-') - _'',|', |!] сФп: '$-')|,':0,(п) ^ (п) (п) 
'г]: : -^ь!;:' _ ]\т;;,!;; ):

!(,!*') : н(,]\ + ,|*'': п : 0. 1,.'. .'

3десь начальное прибли>ке"ие у'!9), ,,13 € 97 считается 3аданнь1м. |1редпола-
(п) 

'гается, нто у)''''|^,,: р@аэ), п:0,1'..., откуда следует нулевое граничное
условие для поправки.

3амецанце. {ля вьтнисл3ццд 2("+1) в свою 0чередь применяется какой-
либо численньтй метод ре1пения линейньтх систем двумернь|х ра3ностнь!х
уравнений (см. главу 3), чаще итерационнь|й. Б этом случае имеем двух-
ступеннать:й итерационнь|й процесс, состоящий и3 вне11]них итераций (нью-
тоновские итерации по нелинейности) и внутренних итераций (решение си-
стем линейньтх алгебраических уравнений).

.[,алее исследуем сходимость итерационног0 метода Ёьютона. Рассмот-
рим погрешность ш2 : 9' _ у лрибли>кенного рещения на п-ой итерации.
3десь 9 _ точное рещение нелинейной разностной 3адачи (5.2). |1одставляя
!п+| : Фп+т | 9 и 9' : ш, | ! в уравнение итерационного метода Ёьютона

Ау,*'_ |'(у,)у,+т: !(у") _ !'(у,)у,,

приходим к уравнению для погрешности

АФ,+т_ |'(у,)ш'+т* Ау: [(у") - |'(у,)''.
Фтсюда, учить1вая, нто Ау: [@, Рш'+т: -|'(у)ш'*' (см. пункт 5.3.3),
получим

(А+ Р)ш"д + 0@) - [@)) * !'(у,)ш':6'
€ унетом разложения по формуле 1ейлора

|@) - |@) : |' (у")(у - у,) | 0,5!"(!)@ - у)2 :
: _ !' (у,)', + 0,5 !" (')ш2,,

(здесь, как и ранее' подразумеваются покомпонентнь1е равенства) уравнение
мо)кно переписать в виде

(А + Р)пл^*1: Р', Р': _0,5|"(')ш3.
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3аметим, что полученное уравнение отличается от линеари3ованного урав-
нения для погрешности (5.3) (,4 | Р)э: ф лил;ь обозначениями и вь!ра)ке-

нием для правой части. |]оэтому при условии Ф'Ф 0|@'и) ( 0 для всех
о €€ и и) в силу теоремь1 5.1 справедлива оценка

! ш*,! с * 
л? 

: 
13 

уг,!1о + 
!1 '"*' ] |с < ц!]'А]'с, , - |\ [" ||с с!? + т3;

|]оследнее неравенство означает квадратичную скорость сходимости итера-

ционного метода Ёьютона при условии соответствующего вьтбора началь-

ного приближения' Ёайдем это условие. Фбозначая Р":0|1ш" |6, п|ихоАим
к неравенствам

Р'+т ( р2, + р' < р3" (п: 0, 1,...),

откуда вь1текает, что для сходимости достаточно вь!полнения неравенства

Ро < 1. Фтсюда получим условие вь:бора начального прибли>кения

1 | |" 1с(!1 
_ |3)

!у,-у'|с<1.ч:' .''ц8
1аким образом, метод Ёьютона сходится, и притом сходится квадратично,

если начальное приблих<ение достаточно близко к точному рещению.

5.5 3адачи к главе 5

3адана 5.1. 14спользуя принцип заморох(енньтх коэффишиентов, иссле_

довать устойнивость по начальнь|м даннь|м разностной схемь|

й.' : @уЁ)',|1 а!, : ! + 0,5(п| * 
"?_'), 

0 < п; < 7.

3амечанше.3десь и в последующих примерах' где это не вь13ь|вает недо-

разумений, полная постановка разностной задачи не приводится.

Фтвет: €хема устойнива при т ( ь|^/' '

3адача 5.2. Аля 3адачи

(Ё(с)ш')' : -|(ш),0 < о < 1; и(0) : р1, ш(1): рэ;

ции и указать метод рещения разностнь!х уравнений.

Фтвет: Бторой порядок аппроксимации имеет, например, следующая схема

('у-)',.: _|(у,), а;:Ё(п;-0,5[); '!,:1,2,...,ш- |; уо: р|, ум: р2'
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.(ля реш:ения этой нелинейной системь! уравнений можно исполь3овать ите_

рационнь:й метод

@у9*'))',' : _!@!')); 8 : 0, 1,... ; и6'*') : р', у**') : р'.

^ (э+1)
5начения у; ', 

"а 
новои итерации находятся методом прогонки.

3адача 5.3. Аля задачи

0ш 0 / ^0ш\
=: ^ ! ц"='). 0. т 1|, [>0(о>0);о! 0с \ 0т;
ш(0,ь) : ш(|,с) :0; ш(п,0) : и9(а)

построить неявную разностную схему второго порядка аппроксимации и
указать метод решения разностнь|х уравнений.

Фтвет: 8торой порядок аппроксимации имеет' например, симметричная
схема:

у?*'-у? 1 ,, 'т : 
;((а(н?-1)у!-')"., + (а@?)у?",';): '!.: |,2,..., ]'{ - 1;

й*' : у**' : 0; у? : ш0(п); а(у') : 0,5(у{_1+ у{).

.[,ля нахох<дения у[,+| мо}(но использовать итерационньгй метод

(з+1)

+ : 
} (ос,!ф:уу*|))*,. + ('(у)у?)',,), 

'А'*') 
: у!;+1) : 0;

у[,) : у?; 5 : 0, 1, ..., 
^,[ 

_ |; у?*' : у|').

^ (в+1)
3начения у;"''' при 1 : |,2,. . . ,1й _ 1 находятся методом прогонки.

3адача 5.4. Бьлписать схему предиктор_корректор второго порядка для
ре|цения уравнения

0ш а /,- ,' 0'\
ы: а'[(т+и')*/'

Фтвет:

п+|12
у|'-''' _ у? : (п(у|)ф-||'),,,. 

'(у?) 
: , *(у?_')' ! (у!)' 

.0,5т 
_1и1у1 /9- )1'|'ц\у'!)_|т____-2 -'

+ : 
!,(с.{н:*'|')у:*\",' + ('(у?*'|')у)',') .
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3адача 5.5. ||остроить однопараметрическое семейство схем второго по-

рядка аппроксимации для задачи

ц : 9 ( с' - 
":*\ 

* ат3,0 < с < 1, 1 > 0 (о : сопз1):
0[2_ 0т 'а')'
ш(0,*) : ш(1.,[) :0; ш(т,0) : 0' !о,.; : о(| - о)'

}казать метод ре11]ения полученнь1х разностнь:х уравнений.

Фтвет: Бторой порядок аппроксимации имеют разностнь1е схемь|

!?с,о : о/\у?+' + (1 _ 2о)1ху! * о!ту!_1 * ао|;'!, : 1,2,. . ., 1й' - 1;

у6_': у1'*':0: у!:0. у] : т(г1(1-л;)+0,5г0т|)' ,: 1'2"':

,ху! : @у!),,, : ! ( 
',_'щ4: 

у|- _ 
'у? 

_-у?_т), 

'' 
: т +'?_'+'?Б\",-,- ш] п )'-' 2

3начения у!,+\ находятся методом прогонки.

3адача 5.6. |1остроить итерационнь:й метод Ёьютона для решения
нелинейной разностной задачи

!пт,о: _|(',,уо)\ 1 : |,2,.. ., |{ - 1; !о: !м :0.

Фтвет:

@!"-') - н!"\{{'',91")) + #;'' : -!('',у}'))' у3'"" : у!1-') : о'

3адача Б.7. Аля разностной схемь|

(|*у')у.",'* 1:0; '!,:7,2,"''ш_ \; !ъ|{:|; уо:ум:01
построить итерационнь|й метод Ёьютона.

Фтвет:
(п+1) (п)у; _.ч;' : (1+ уу))уу:') + т; у{''): у1;*') : 0.
!+у; '

3адана 5.8. |!остроить итерационньтй

корня системьт уравнений

|1(ц,п2) :0, |э(шт,гу) :0.

Фтвет:

метод Ёьютона для оть|скания

о@(")11гФ+т) _ 
'("); 

+ /(о("); : 9,

где т(,) : ('Р) ,!''')', ! : (!, !')т, | _ матрица якобиана #3
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|[р.дметньпй ука3атель

Автомодельное решение, 140

Базиснь:е функшии' 10

Бьлстрое дискретное
преобразование Фурье, 93

Бнутренний узел, 34

[ранинньтй узел, 34

.(,вуслойная разностная схема, 1 17

.[,остатонное условие
неустойнивости, 43

14нтегро-интерполяционньтй
метод, 143

14скусственн ая ьязкость, 47
14терационньле методь|

градиентньле, 83
сопрях(еннь|х направлений, 89

14терационньте параметрьт, 60
{4терационньтй метод

&-тпаговьтй, 60
двушаговьтй, 60
линейньтй, 60
минимальнь;х невязок, 87
минимальнь1х погре1пностей, 88
минимальньтх поправок, 87
неявньтй, 61

однощаговьтй, 60
скорейгшего спуска, 85
сопря)кеннь1х градиентов, 90
сопря)кеннь|х невязок, 90
сопряженнь1х погрещностей, 91

сопряженнь1х поправок, 91

стационарньтй,60
стационарньтй одногшаговьтй, 61

сходимость, 61' сходимость со скоростью гео-
метринеской прогрессии, 62

явньтй, 61

1{анонинеский вид

двуслойной схемьт, 118

одношагового итерационного
метода, 61

разностной схемьт, 34
трехслойной схемьл, 126

(ваАратинная скорость
сходимости, 152

1(вадратнь:й корень матрицьт' 64
1(вазилинейное уравнение

теплопроводности, 140
1(лассическое решение' 14

1(онечноэлементньтй базис, 13

1{онсервативньте схемьт, 144
(орректность разностной

схемь:' 113

1(усонно-линейное восполнение, 10,

26

.[инеаризация по Ёьютону, 150
,/{инеаризованное уравнение

для погре|пности' 148

,.[[окальная минимизация, 82

1у1етод Ёьютона, 150
&1етод 6аланса, |43
.&1етод гармоник, 43
:}1етод матринной прогонки, 95
}1етод простой итерации, 68
}1етодьг переменнь|х

направлений, 131
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}1ногочлен 9ебьтщева, 79
}1одельная задача, 59
}1онотонизатор, 48
.&1онотонная схема' 37

Ёевязка, 83' 151

Ёелинейнь;е ра3ностнь!е
уравнения, 148

Ёемонотонная схема, 37
Ёеобходимое условие

устойнивости,43
Ёоситель функции,24

Фбобщенное ре1цение, |4, |7 ' 23
Фкрестность узла, 34
Фператор левой разностной

произволной, 116

Фператор правой разностной
производной, 116

Фператорная норма, 66
Фптимальнь:й итерашионньтй

параметр, 68

[1ервая краевая задача, 38
|1одчиненная норма матрицьт, 99
|1оправка,83, 150
[1риблих<енное решение, |4' |7 ' 27

[1ринцип 3аморо)кеннь!х
коэффициентоь, 45, |45

[!родольно-поперечная

ра3ностная схема, 132

|1ространство €оболева, 14' 22,23
||ятиточечньтй разностньтй

оператор,/1апласа, 53

Разностная сетка, 34
Ретпение типа бегушей волньт, 140

€вязная сетка' 34
€корость сходимости

итерационного метода, 62
€опря>кенньте векторь:, 89
€уммарная

аппроксимация, 135, 136
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€хема с весами' 119

€хема с направленнь1ми

разностями,49

1емпературная волна, 141

1рехслойная разностная схема, 125
"[риангулят\ия, 24

9словие устойнивости
по начальнь|м данньлм, 43

}словия поло}кительности
коэффициентов, 35

9стойчивость двуслойной
схемьл,119

по начальньтм даннь:м, 120
по правой части, 120

равномерная,120
9стойчивость метода прогонки, 99
}стойчивость разностной

схемьт, 113

Финитнь:е функции, 13

Фронт температурной волньт, 141

Функции с конечньтм
носителем' 13

9исло итераций для дости)кения
точности с' 62

1]_!аблон, 34

3лементьт, 13

3нергетинеская норма, 66
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